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序

　本研究では、数学史上研究の対象とされ拒有名な平面曲線（おおむね、固有

の名前をもつだ曲線で、方程式によらず軌跡として定義されるもの）を取り上

げだ。

　古典的な曲線には、ニコメデスのコンコイドやアルキメデスの螺線のように

研究者の名前とともに呼ばれるものがある。これらの多くは、ギリシャ数学の

作図問題のうち、立方体倍積と角の三等分と円積に関連して考えられ炬曲線で

あ勢、ある距離関係をもつ点の軌跡として定義される。ま拒、円錐と平面との

断面として定義される円錐曲線も古代の曲線に属する。

　誓世紀に入静t■フェルマーやデカルトの解析幾何学が生まれた頃、代数曲線

とともに、鵡く霊ん曇超越懸綿が考蔑られるように獄，毒．回しい懸線の難生

には、古典的な曲線についてとi司繕く次の三つの理由が考えられる。

　①　その曲線劇本が研究の対象とぎれ艶

　②　ある問題を解く手段として考え出され海

　③　ある問題の解答として生まれた

⑤の携としてはtSサイク雛イドが轟る．この鶴線についての問題とその研究者

には次のよづ識ものがある“

　　ガリレイ（鞍騨〉　　（15縫磯磁勲＞1サイク獄イドと円の面積臨

　　寮べ滞バール〈二7ランλ）（／692－k675＞：サイクロイ｝この弧蔓）長さ：

　　トリチxり（乃瀕）（2608－16？5）：サイクロイドの正確な面積

　　ホイヘンス〈オランダ〉（1629磯695）1サイク難イドの等時性

　　　　　　　　　　　　　　　　　サイクi，Edドの伸開線，縮三線

②の例としては、いわゆるデカルトの放物線がある。

③の例としては、ドボーヌ（1601～1652）の曲線の解としての、今日の記号で

a¢　一yfa　：a－y十xと表される曲線がある。また、三三降下線の問題の解と

してサイクロイドがある。それは、ヨハン・ベルヌーイ（スイス）（1667－1748）によ

って発見されだ。

　研究対象となつ赴曲線の数は増大し、17世紀の数学者に新しい曲線をどの

ように紹介、説明、あるいは定義すればよいか考えさせだ。もし。曲線が研究
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の対象として、問題を解く手段として、また一つの解として使われるならば、

よく知られてなければならないし、知られるようにならなければならない。そ

れより前の時代では、多くの曲線が知られており、数学者は（コンコイド、螺

線等）名前で引用することができたので、このことは問題にならなかった。だ

が、17世紀の数学者は、曲線の概念について共通の定義を持っていながっ澄。

　デカルトにより平面座標が導入され、曲線が方程式で与えられると考えるよ

うになるのはニュートン，ライプニッツより後である。

　掘世紀に入ると，ペアノ曲線や連続であるが至るところ導関数をもだない曲

　　　　線y＝Σbnc◎s寛（anx）（0＜a＜i，　bは奇数，　ab＞1＋3π／2）　（ワイエル
　　　h＝o
シュトラスの倒〉が生まれる。連続関数：y瓢f（κ〉のグラフが曲線を定義する

と考えれば、これらも曲線になる。

　蒔代とともに藤線の表記法が変鯵、数学◎麺象とさ：れる曲線の種類も増えて

きみ．しかし、本論では最窃に記したようにド関数』の表記でのみ定義きれる

曲線は、直接対象としない．まだ本論は微分法積分法の出現・展閣との麗連を

一つの主題にしておig、代数曲線としての視点での話題は第2章以外では出て

こない．いわば解析幾何学としての懸守の探求は取む上げていないことにな鞍、

霧錐曲線競ついての内容豊かな諸関係は，微分・積分とかかわる話題も多いと

はいえ薪究対象としなかったこと：になる、
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第■章数学史上の曲線

　圏有の名難をもつだ平面曲線勇うち、代表離なも鐘十個を取参上げ、その定

義とともに図を示すi」定義はある条件N満だず点の軌跡という表現で記し条件

はすべて初等幾何の需語で表す。ま藻、方程式による表現も伴記しだe十個の

融線のうち四個はいわゆる古典的な曲線であIP、ニコメデスのコン：llイドのよ

うに醗究者の名前とともに呼ばれることもある。ギリシャ数学の作図問題のう

ち、立方体倍積とご角の三等分と裟二連して作られ薦曲線が多く、どのように三

連ずるかについてこの章の第2節で解説しておい乏。

　残りの六二の曲線は、考察の対象htしていろいろな視点から本論で繰勤返し

と乾）上げることζこなる．たとえば、アステ訟イlqこついて、そ勧包絡線として

の響乍図法WVまみ、その縮閉線癒どをそれぞれの章で取噂上げているなアステ

ロイドは内サイクロイド仏脚ocyc揺のの一種であり、内サイクロイドに共遇

の性質は第5章で議論している。
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§1、古代の曲線・近代の曲線

　曲線を古代の曲線と近代の曲線に分けて、幾何学的作図によってできた点の

軌跡として定義する。従って、X，　y座標で表しだ式，極座標で表した式，媒

介変数で表した式は参考程度で、あまり詳しく述べないことにする。

　また、第2章以下の案内として説明をいれておくe

〈古代の曲線〉

　　　　　　　　　クオドラトリックス
（定義）

点A凝中心とする円の半径AB（＝a）が等角速度で90。だけ回転してADに

達する問に、線分BCが等速度で同VADの位置まで平行移動するとき、両者

の交点Fの軌跡
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－C

（式）AH＝：y　HF＝acとする

　　sc　一一一一　y　t　a　n（　it　（a－y）／2a）

（曲線〉右図

角の三等分問題→第1章§2p10～14

H　1：

A

F

E

工

D

　　　　　　　　　アルキメデスの螺線
（定義）

回転角をθとして，点0の周りを等角速度で圏転ずる半直線OA上を、0か日

等速度で進む点Pの軌跡
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，

（式）r＝aδ　　　　　　　　　　　　　　；

（曲線）右図

いろいろな螺線→第2章p25，26

餌
q
－
…
↓
，
：

A
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　　　　　　　　　　　　　コンコイ　ド
（定義）

定直線ST外の定点をA、ST上の任意の点をQ

とし、AQまたはその延長上に点P，P’をと¢

QP＝QP，＝b（一定）となるとき、Pおよび

P’の軌跡

（式）①b2x2＝（x－a）2（κ2＋：y2）

　　（th”　r＝a　se¢e±　b　（a〈b）

（曲線）右図
S

b
P

し o

o

“
P’

＾

s

s“
hQ

P

x’p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　　　　　　　　　τ　一シツソイド

（定義）

点01を中心とし、半径a／2の円上の両端の2点を0，Aとする。点Aにおけ

る接線と0を通る直線の交点をT、0を通る直線と円との交点をQとするとき，

OP＝QTとなるようにOT上に点Pをとる。そのとき、点Pの描く軌跡

（式）①：y2＝κ3／（a一κ）

　　（2）　r＝a　sine　．tane

　　＠　x＝a　sin2e

　　　　y＝　a　si　R3　（）　／　c’　os　O

（曲線〉右図
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〈近代曲線〉

　　　　　　　　　　　　サイクロイド
（定義〉

円が直線上を滑らないで転がるとき、円周上の定点Pの描く軌跡

（式）卸課a（θ一si汽θ＞

　　　y＝a　（1　一一cos　e）

サイクロイド→第5章

（曲線）下図
捗

　ρ9働、馬’　　　　　　　　　　、

’
’ 、

！ 、
、

’ 馬
監
r
艦
　
＼
　
　
　
：
　
　
、
　
　
、 　’

f
’

’
ノ

0 2π（し

　　　　　　　　　　　　カージオイ　ド
（定義）

半径aの円の外を半径＆の円が外接しながら滑ることなく転がるとき

円周上の定点Pの描く軌跡

（式）①κ＝2a　COSθ一aCOS　2θ　②r＝a（1－COSθ）

　　　　y＝2a　sine　一一一一　a　sin　2e

　　　　〈P84を参照）

、
　
　
　
　
6
「
一
一
　
　
　
宝
　
9
5
～
…
謁
　
0

’

0
瓦
＝
・
．

（①の璃令）

x 一2
o

e

（②の場合）
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　　　　　　　　　　　　アスデロイド
（定義）

半径aの円の中を半径1／4aの円溺内接しながら滑ることなく転がるとき

円周上の定点Pの描く軌跡

（式）①sc＝ac⑪s3θ②x213＋y2／3＝a2／3③x＝1／4｛3繍cos　8＋昂cos3θ｝

　　　　y＝a　g．in3e　y＝lf4　｛3asine－asin3e｝
　　　（備考．①，②，③はすべて原点を中心の回転角で表され二二である。）

一般に、内サイクロイドという→第5章

x，ッ軸で切り取られる捜線の長さは、一定である→第3章§1

（曲線）下図
讐
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　　　　　　　　　　トラクトリックス
（定義）まっすぐな棒をPTとする。その一端丁をPTに垂直な方向へ直進運

　　　動させkとき，他端Pの描く軌跡

　　　　Pの座標を点P（x，y）とすれば，　dx／dy　＝±解『／yを

　　　みたす点の軌跡

（式）IC＝aCOSθ

　　　y　＝　a　log　tan（　e　／2＋　n　／4）　一一一　es　si　ne

縮閉線はカテナリーである→サイクロイド系の縮閉山は第4章である

（曲線）下図

x
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　　　リマソ．ン〈トリセクトリックス）
（定義＞OAを直径とする半径aの定円周上を勤く点Pに対して，直線OPの

　　　上にPQ＝轟献る点QをPの両側にとるePが円周上を動い距ときの

　　　Qの軌跡

　　　　中心A，半径aの円に対し，AO：2aなる円Aの外の点Oをとるe

　　　円Aの罵上の点Pにおけるこの円の接線に対し，○から下ろし驚垂線の

　　　足なQ．とする。Pが円周上を動い炬ときのQの軌跡

（式〉①（x2－F　v　2一一　：t　a　tv）2　・・漂（：x2＋y2＞

　　　（2）i　s”　：a，　＋2ac，osg

円と点の垂足曲線は第4章で擾う

（薩線〉 Yl　．sl

　　，學二・・…㌧…一＝こ＼

諺△A＼
o

幽q

＼　受ノ2“，3α
＼一ご：×一……／／

　　　　　　　　　　　瓢ノム．：：：：L．ニス・ケ’一一　ト

（定義）

畢面上の驚定点からの距離di積が一窺であるような点Pの執跡

（式）③（謬舞・yり£綴2a2（κ一yり

（蕪線）

品触。｛｝＄28

@　　　　　9　’　　，

　　　警

@　　’@　ρ　　，
@　．@9@’@，fの
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§2。作図問題と関連する曲線

昔、ギリシア人麟作図問題に苦心して，解けなかっ炬ものに，つぎの有名な三

つの問題がある。現在では、これらの作図が，定規とコンパスだけでは不可能

なことが証明されている。

（1）立方倍積問題　：　与えられ彪立方体の2倍の体積の立方体を作ること

（2）角の3等分問題：　与えられだ角を3等分すること

（3＞円積問題　　　二　与えられだ円と等しい面積の正方形を作ること

この問題を解く手段として考えられ驚曲線をまとめてみる。

①シツソイド　　　　一倍積問題

②クオドラトリックスー角の3等分問題

③：tiン獄イド　　　　一角の3等分問題

④P赴セク撃リックスー角の3等分問題

管アルキメデスの三線一角の3等分問題

㊨アルキxデスの螺線一円積問題

く構考〉（D，（2）の作轡不能の証明は購37葺…賑醜鍵董によむな婁れ臨、

（3＞に薫しては，総縫年三聖達醜臓雛く綿52～緯3①が寛は超越数であることを証購

》，舞図不能であることを示しだ。　（£3鑓）

　　　　　　　（璽）：シ〆ゆ津』ノイ　F毒こ．よる方藤鑛

靭シ劾デ綴物ス伽爾s）が立方倍積　渉
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B問題を解く艶めに発見し艶臨線である。

（式）ぎ琶灘搾壽／◎轟一。￥’）…　　①

円の中心。でOAに垂線を立て　CB躍2＆とな

るようにBをと憩、ABと曲線との交点をPとする。

PからOAに下しk垂線の足をHとずれば

①から　　：X3罵（2　ft一一X）・y2

　　　　0　F，3　：〈2a　一一一　C　｝｛　）．PH2

　　　　0H3：：AH　一　PK2

まSa　△APff　△ABCよりAH＝1／2　PH

∴OH3＝1／2PH3　故にPK3＝20H3
従ってO縫を一辺とする立方体の体積の2倍の

体積をもつ立方体の一辺は、PHである。

注1これからはタ　［

o

（　［19］　p496）

a

a

P

H

ノC＼＿．a

］は鍛32の引用・参考文献の番号を示すものとする、
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②クオドラトリックスによる方法

∠QOAが与えられ距とき，クオドラトリックスと線分OQの交点をPとする。

点Pを通⑳OAに平行な直線を引き、図のように繭端をR，　Sとする。

ROを2：9に内分する点をR’とするとき，　OAに平行でR’を通る直線と

この曲線の交点をP，とする。

クオドラトリックスの定義により、∠POAを2：1にわける線分がOP’で

ある。

よって“∠PyOA灘1／3■Q（）A

B

R

R

o

一一 m．　Q

P
×
　N

　N

H

G
士e

P

、

、

、

、

、

、

S

、

、

、
画

亀

、

　
、
亀

、

k　S’

H A
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③コンコイドによる方法

（式）r＝翫secθ十2b　（但し、　a＜2b）

∠POLが与えられたとき、この角を3等分するにはOL＝a，OP＝bとし

てコンコイドを書く。そしてPからOしに平行線を引いてこの曲線との交点を

Qとすれば、OQは求める3等分線である。

　（証明＞　OQとMNとの交点をA，　AQの中点をM’とすれば

　　　　　　AM’　＝M’　Q＝PM’　＝b

　　　　　　．’．　eP＝PM’　＝b　．Z　POQ＝dPM’　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝21T．Syi’　P　Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2ZPQO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2，，t　LOQ

　　　　　　　故に　∠LOQ＝3∠LOP

o

Q
■

レ

橿

乃

●
●

b

■

S

P

　
　
　
軸
し
り
　
　
　
　
　
e

a
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OMが中心P，半径OPの円と交わる

点凝しとすると：

　PL＝OP＝PA＝　．sX　N　si一一一p一・　L　，Xvl

．“

D　ILMP　＝　IMP　L＝1／210L　P

　　　　　鑑：1／2∠Po鮎

　　　　　＝Y31SPR
（方法2）

　　　④トリセク1・リックスにホる方法
〈蝸牛形曲線を用いる角の三等分法〉

（方法1）〈ビーベルバツハ（Bieberbach）の作図法〉（〔24］？121）

OS上に0からOP＝PAなるように

2点P，Aをとる。　点0から中心A　－　　　　　　　　　　　　R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M
で半径OPの円の接線上に引いた垂線
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、、
の足Mの三跡はリマソンである。　　　　　　　　　　L　　　　’、、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　∠PoM嘉δとし点Mを極座標で表　　　　　　　　「　’＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　／亙
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も　　　　　ノせば、　　　　r＝a十2ac◎Sθ　　　　　　　　　θ　　　　　・／
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　α　Pa　　　a s

この曲線を使って与えられだ∠OAPを3等分するには、　Aを原点とし、

OA＝aとおけば、　　r＝a〈2cosθ＋玉〉

というトリセクトリックス（サマソン）を書き、OからAPに平行線を引いて

トリセクトリックスとの交点をQとすれば、AQは求める3等分線である。

　’．’　．“xQ＝r，：oAQ＝e’

　　∠PAQ＝θとおけば

　△AOQに正弦定理を使って

　　　　　r　　　　　　　　　　＆

　sin（8十8，）　　　　s謳鐙

　またr＝a（2c◎sθ，＋1＞よむ

　　　r，aを消去すれば

sln6　（？．．　co＄e　’＋　1）＝　si　n（　e　＋　e　i　）

．’D　sine　＝sin（O’一一　e＞

　．e．　O　’　：f“｝　tii｝

（　Ci9］　P4t93　）

A

Q

R

影

e

N

ノ＼・s．a
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　　　⑤アルキメ．デスの螺線による方法
（式）r＝aδ

穏で、0が極点であ甑Pが曲線上の点であって、OAが角度を測る墓線

であるとすれば、OPは∠POAに比捌している。

ここで　∠POAを三等分するとき、OPの長さを三等分して

op’＝（OP）〆3である点Pタを定め、0を中心にコンパスでOP’の

長さを曲線上の点Qに移せば、OQ猛OP’であるから、

∠（［llOAは∠POAの3分の玉になる。　（〔31］P266）

（図〉

o A

．． P4一



　　　⑥アルキメデスの螺線による方法
この曲線は極座標では

　　r＝a，θ　　　　（a迄ま定妻女）

0を原点として始線と反対の方向と曲線

との交点をPとすれば

　　OP＝a　？z

ま炬Pにおける接線と0で始線に立てた垂線

との交点をAとし，APとOPとのなす角を

Ctとずれば

　　　OA／OP＝土翫nα＝＝r／r，

　　　r’＝dr／趨θ＝：aよ：む

　　　OA／　fi　P＝　rr

よって　πが2つの線分の銘で表されたから，

円積問題を解くことができる。

（備考）　　tan　a＝r／r’の証明

点P（r，　e）よll

x顎・c。・etlx／dθ＝・’c◎sθ一rsinθ @　　　レ
y＝rsine　dy／de＝r’　slne＋　r．　gose　1／；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
今　OPの傾き

　　PTの傾き

Ml　＝

M2　＝

tan　a　＝

％＝譜＝七anθ　・
．一！d｝y一．．一｛pt＞ttt，g－g．／．d．　e．一［．1’sLnme＝trcgs－es　i　n　e＋rcgs　e

dx　一　dx／d　e

＿坦L＿　＿

T化夏き・y・1・1

4　傾き狛，

’P（吻

一一一一一一一一一一一一・一・・一一一一一・・一一一一

r’cose－rsine

tan（arctanm2）　一一tan（arctanmi）

1＋mim2　一一“　1＋tan（arctanmi）’tan（arctanm2）

r’sinO　十　rcos　e

r’cose　一一一　rsine
一一@tan　e

　　　　　r’sine　十　rcos　e
1　十tan　e．
　　　　　r’cos　e　一一一　rsine

r’sine十rcose　一一　tan　e　（r’cos　e　一一　rsine）

　　　　　　r’cosO－rsine
（r’cose－rsine）　十tane　（r’sine十rcose）

　　　　　　　r’cose－rsine

r（cos　e　十sine　tane　〉

r’ icos　e　十sine　tanO）

r
rS

一一 P5一



第2章 座標から見た曲線

　歴史上、研究対象と此れ海有名な曲線を式表示な公証基準にして網羅するこ

とを試みk。大きくは、κ，y直交座標を溺いてsc，ンについての方程式表示、

極座標での極方程式表示、それぞれの座標平面での媒介変数表示、となってい

る、当然これら磯分類は、そこに属する話線それぞれの性質を反映しているこ

と試なる。艶だし～各曲線の式からすればあくまでも一一っの性質であって、例

えばコン．rEイドは定義からだだちに極方程式il’霊畠secδ÷bが得られるが、

4次の代数曲線でもある、サイクロイド遍く輪転曲線）の曲線は媒介変数のみ

が自然糠も○も認れば・．，t難単な極方程式に表尊れるものもあ甑、単純獄代数方

程式で表審れるものもある．

　本論は、微分法積分法の出現・展閣との閣連姦一つの主題にしてお姶、代数

誌線としての視点での話題はこの後の章にはない。いわば解析幾何学としての

熱線の探求は取織上げてい准いことになりs円錐曲線につ夢ての内容豊か獄諸

関係は、微分・積分とかかわる話題も多いとはいえ対象としなかったことにな

る。

一16一一



§1．代数曲線と超越曲線の式表示

この章では、歴史的に有名な曲線を方程式からながめてみることにする。

蘭線の方程式を知っていろいろな性質やお互いの閣連性などを調べてその

概形を書くことにずる。

（1）代数曲線

　ここでは，第1章、第3章以降に表れる曲線を分類する。また、1次曲線，

2次曲線は省くことにする。

（ア）3次曲線

③ディオクレスのシッソイド①1。cles　ciSS⑪id）　別名．疾走線

（式）：y2＝一nc　3／（κ一a）　（但し　a，＞0）

（曲線）　p6参照

②デカルトの正葉線（Folium　of　Descartes）

（式）①

　　ot

＠

（曲線）

x3十y3－3：x　y＝O

x＝3　sin6．ces2e／　（sin30十cos3e）

．ly　＝　3　si　R2　e　．cos　e　／　（sin3　e　＋cos3　e）

c＝＝3も／（1十も3）

y＝＝3も2／（1十毛3）

（但し0≦θく2π，

e　pt　（3／4）　rr　，（7／4）　n　）

、

、

、

、

、

、

●一α ・P
、

●一α 、
、

、

、
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③アーネシイのウィッチ（Agnesi　wi七ch）　別名．迂弛線

（定義）

OA上に1点Nをとり、　Nを通りy軸に平行な直線の第1象限内にある部分が

曲線およびOAを直径とする円と交わる点をP，Qとすれば

NP：NQ＝OA：ONとなる点Pの軌跡
（式）OA＝cとする

　　　：y2＝C2（C－JC）／：；C　（但し　C＞O）

〈曲線）　　　　　　　y

P
■

！！’ﾂド
ノ　　　1

8

0 　N　　A㌔も、　　　　　　　　　’、　　　　　　　　　　’亀鴨●ggoo

④マクローリンの3等分曲線

（式）①（x＋a）y2謬κ2（3a　一一κ）

　　　Ot　r　＝4a　cos　e　一　a　sec“　O

（曲線）　（P48参照）

鴻

一一　1　8　一一



㊨半三次放物線

（式）①27　a：y2＝4（x一一2a）3

　　　＠　x＝a（3t2十2）

　　　　：y＝一2a七3

（備考．：y2＝4aSCの縮閉線）（p　52参照）

（イ）4次曲線

①ニコメヂスの灘ン灘イド（Nlc輔磁es　cthoRchoid＞

（式）①解x愛諜（x－a）2（x2＋y2）

　　　③r畿畠seぐ8±1）

（曲線＞P6を参照

②リマソン

〈式）rwwa．・十　2　a¢cos　O

〈曲線）P9を参照

③カッシニの曲線

（定義）2定点からの距離の積が一定であるような点の軌跡

（式）　（κ2＋：舜華9　＞2－4　iM　2　．，　c　4　（c＞o）

（曲線）
c星2

‘一三

・一i

・一
¥・一尭　　　‘rO

瀦　　　　・ 揚

．．　1　9　一一



（ウ）その他のLl・次曲線（C28コPP　I81－182）

①カツパー曲線（kappa　Cl」・rve）

　　（式）r＝a　tan　e，：2（a2－x2）臨x4　（図1）

②双葉形（IOifolium）

　　（式）　r：＝acos2θ・もanθ　，〈x2十y2＞2＝ax2y　　（図2）

③ラーメの4次曲線（しame’g．　spe（：iai　quartic）

　　（式）x4＋y4話aa　（図3）

④アーク灯（arcilght　eurve）

　　（式）x2；v2＋a2（x2－y＞xu　（図県〉

㊧十字形くα購げ創顎磯rvの

　　ぐ試：）x’2y窓一一as　2（．x　St”　一一y穿）2：導　〈騨轟）

⑥こま（拠欝〉

　　（式）y轟一2轟y3率a2x2　・・◎　〈図曝）

ン

一a． o

（図1）

一一一一 j．・

6L　　詫

｛図4）

（図2）
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（2）超越曲線

①カテすりー（catenal’y）別名、懸垂線

（式）y羅翁／2（e・f・＋e－xf・）

（性質）伸開線はトラクトリックス（追跡線）

　　　　放物線の輪転曲線である。

（曲線＞

　　　　　　　　　　　　　　　　y

o
a

②トラクトリックス（tractrix’）　別名、追跡線　，犬線

（式〉：γ瓢alog（（a±∫互τ＝万1「）／κ）＋卿

（曲線＞P8を参照

③クオドラトリックス（quadratri×）

（式＞　x＝＝ツ　 七an（71〔sc／2a，）

（曲線）　P5を参照

別名．円積曲線

一21一



④対数螺線（別名．等角螺線、ベルヌーイの螺線）

（式）　r＝k・♂e（馬kは正の定数）

（性質）丁丁と接線の獄す角Ctは、　　　　　　　　　　　　α

　　　　tan　as＝1／勘だから一一一・定である。　　　　　　　’α

（曲線）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o x

⑤アルキメデスの螺線

（式）r＝aδ

（曲線）

o 一一一一 ?

⑥円の藩政線

（定義）円x＝繍cos3，：y＝asinδに巻いた

　　糸をピンと張りながら離していった曲線

（式）

ﾉ1：：1溺灘
（曲線）

⑦確率曲線（正規曲線）

式）ツ罵e詔
暑

一

曲線）

　　　　　　／
@　　　　、／／
@　　　／　　　，’　　ノ’

黶If

　醐@〆^’
、、，．

@胴、　、、　齢、

@　、、圏
@　．、b
@　＼@　　＼@　　＼　　　　、　　　　層㌔b　　　　　㌔㌔㌧　　　　　、　　　　　　、■．　　　　　　、、　　　　　　　、嘱　　　　　　　　、

0
て
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§2。極方程式表示

（1）ばら曲線

①（式）r＝slnθ

②（式）r＝sln28

n　θ　　．，∠

@／　／
敵　、　、

／ ＼

／
1　　　＼

＼
＼
＼

、
、＼、

／
＼ ．／

、。．，． ，9！「

＼＿ ＿！

捻28

③〈式）r＝siR38

④〈式）r麗sin4e

　　　　　一・一一・h般にr＝sinnθのとき

　　　　　n：偶数のとき2n個のloopからなる

　　　　　nl奇数のとき　n｛固の100pからなる

　　　　　これらの曲線は18世紀の初め頃

　　　　　Abbe　Grandiによって研究され炬。

　　　　　これらをRh⑪doneae（ばら族）と呼ぶ

　　　　　　　（　［28］　pp175“’一177）

．．i一・一’狽狽戟^．．一〉

乱Ψノ＼
　　〆ノ
、7

＼ノ
　　＼こ＝

　／／

／ぐ歯
　セ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　‘’『’…〉．．’・

＼・1
　＼　　　　1
　　　　　　へ　　’＼＼

．
「
駆

介．
／

鴫
・

ヤ、
嘩

塔

／
，
’／

健
｛
、

⑤（式）r＝sin5θ

／仙室
113一，．N．．，，．　i：”’

@’1：：；

　＼しで

　　’／　i

／a　Si
・一一．“”　e

　’　　t　t　　’幽｛・・．，

＼ご4
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へ

賦
　、t，，，，．9’

く
　　　xX

5ズ汰
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1ンノ

入鋸＼
／り

t－v
@t．．tt　t．　．rti

　　　」、、　　畳

　隻
　’1’　／’

蔑｛｝1／
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鮨∴
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θSOC
ノ

’
一
＋
一
，㌔

、
．

㌔，

θ2SOC

瓢

＝

r

r

）式（

）式（

⑥

⑦

⑧（式）r：cos　33

⑨（式）r憲Ci」S鱒

⑩（式）r＝cos　5δ

　　　　　一般にr＝c◎snθのとき
　　、r㌔．

　　　、、　　　＼　n：偶数のとき2n｛pmの1◎opからなる

　　　／
　　／　　　r＝asinnθと同りになる

　　　　　　　　　＼、
　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　．、．一’・一一…．．、㌔
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（2）螺線

①アルキメデスの螺線

（式）r＝aθ　　　　．　　　　　一一．一
　　　　　　　　　　　　　　　　　■●・■■　　　　　　　　　　　　　　dfe（曲線）　　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　　o’o’

　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　’　　　　　…・、
　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　び　　　　　　ら
　　　　　　　　　　　。　　　　　　亀　　　、、

　　　　　　　　　　　曳　　　O　i　　X
　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　覧　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　覧　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　、覧　　　　　　　　　　　，’
　　　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　●bQ噺oo　”

②双曲螺線嬢ecゆroご）田＄爵r編）

（式）r＝a．／θ

（曲線）　　　　　＝；』「●＝ご・二＝ご＝鴨．幽一零．一一一一一一

　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　α
　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　覧　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　’

③フェルマーの螺線（紘r繍01ic　spirai＞

（式）r2：a28
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈曲線）　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　，の一鴨　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　，’　　　、、　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　覧、　1！
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④オイラーの螺線　別名．

〈式）r2＝a2／θ

リトース　クロソイド，コルニューの螺線

⑤ベルヌーイの対数螺線　甥名．等角螺線

（式）f鷲k・Ck　ae

　’　e　－t
t

’

’

！
1
ー
ー

’　6．嚇り、s

　　　　o　；，
・亀　　　　　ノ

’x　X　．i　もも　　　　　　　　　　　　　，

　哩』r」　　　　　　　，”
　　軸■■髄●■勝

x

⑥黄金螺線

黄金長方形AB⑪Fから正方形綿C睡を取り去ると，ふ

たたび小さい黄金長方形CDFffが残る。この小さい
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
長方形CDFHからまだ正方形を取り去ると，さらに

小さい黄金長方形が残るeこの手続きを無限に続

行すると長方形財肝はもとのABbFと相似の位置に

あり，」は対角線BF上にある。実際4直線AE，BF，CG，

DH上には，すべての黄金長方形のあらゆる頂点が　　＾

のっていることがわかる。点あ馬F，D，Bは1つの

対数螺線上にあるe〈［7］ppi72～173）
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（3）その他の曲線

①パスカルのリマソン（limacon）別名。蝸牛線

（式）r＝acosθ＋b

（曲線）p9を参照

②カージオイド（cardioid）　別名。心臓形

（備考）この曲線はリマソンの一種

（式）r＝2b（1－cosθ）

（曲線）P7を参照

③ベルヌーイのレムニスケ一季（Berlieueli　lemifniscate）別名。連珠形

〈備考）カッシニの卵形線（紘＄＄痛

（式）r2饗　2轟2C◎S　2θ

（曲線＞P9を参賂

s　ova　l）の一種

④ディオクレスのシッソイド①i◎cles　ciss⑪iCt）

〈式＞r鶏＆＄inθ・七ark　e

（曲線）P6を参照

別名．疾走線

⑤ニコメデスのコンコーイド

（式）r窺asecθ±b

（曲線）P6を参照

（Nicomedes　chochDici）
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§3．媒介変数表示

（1）輪転曲線

①サ・イクロイド

（式）sc＝a（θ一一　slnθ）

　　　y＝a　（1－cos　O）

（曲線＞p7を参照

②カージオイド

（式）κ＝2a　cos　e－acos2θ

　　　y＝2a　sinO　一一一　a　sin　2e

（曲線＞P7を参照

③ネフtt　dド

（式＞x：：　3　cN¢osθ一acos　38

　　　y＝3as翰6一一as績36
（曲線）

④デルトイド

（式）x＝2a　cosθ十＆cos　2θ

　　　y　：2a　sine－a　sin　2e

（曲線）

y

o

c；

P

c

x
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⑤アステロイド

（式）SC＝3a　cosθ十acos3δ

　　　y＝3a　sine　一一一　a　sin　3e

（曲線）p8を参照

⑥トロコイド

　（Dサイクロイド

　　x　＝＝　a　（？　一一　bsiRe

　　y＝a　一一　bcose

　　　　　　　　　　　trocoid

（a》い。）

（b＞a）o）

（？）内サイクmイド（hypocycSoid）　　a・60
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　ら
x＝（a－h）cosθ＋ccos（（a－b）／b）θ・・25

y＝（a一一　b）s笛δ一csin（（a一一b）／b）θ
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／
　
／
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（3）外サイクuイド（epicycl◎id＞

x　＝　（a十　b）cos　e　一　ccos（a十　b／　b）　e

y＝（a十b）sinO　一一一　csln（a十b／b）e

q＝60

b＝15

c＝　9
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第3章 包絡線

　直線の包絡線としτ双曲線のアーチを型取る技徳は轟くからあ・♪藻という。

この章では、rいろいろな曲線』を直線群の包絡線としてr作図する』方法に

ついて列記する。後半欝は、養蚕の包絡線としての作図法についても記すcr

もちろんこの場合の作話は定規と．2ンパスによる作図法とは意味が異なる。

この章には、作図法とは違う包絡線に係わることも含めてある。内サイク難イ

Fを作嶺輪転円の直径の包絡線としτ羊分の大慈憲の輪転円の内サイク賦dド

が得られ嶺，？このことは築騨章で統一一的に論ず1る、，歳お、記述は麟線群とその

短絡線を曲線名を項§として記し、その図をかがげ、計算による説明や長く歴

る証購は、それ譲身興味あるもの　筆者の工夫点○あるものなどを主にして、

章のあとの部分にまとめ藻。このことは第1章、第5章、第6章を除く他の章

についても岡じである、
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　　　　　　　　　　　包絡線の一一覧表

§1　直線群の包絡線　（P32　・一P34）

1．サイクロイド　　回転円の直径の包絡線

2．カージオイド　　円周上を同じ向きに運動する2点P，QがあってPの角

　　　　　　　　　　速度がQの角速度の2倍であるときの直線PQの包絡線

3。アステロイド　　Xy軸に、はさまれる部分の長さが一定な線分の包絡線

4。デルトイド　　①定円に内接する半径2／3の円の薩径の包絡線

　　　　　　　　　②円周上を反対向きに運動する2点P，Qが両端にあって

　　　　　　　　　　Pの角速度がQの角速度の7．倍であるときの直線P9の

　　　　　　　　　　包絡線

　　　　　　　　　③定三角形のシムソン線の包絡線

§2　円群の包絡線　　（p3S～p39）

k。カージオイド　　定円周上の点Pを中心とし、胃周上の定点Aを通る円群

　　　　　　　　　　の包絡線

2。リマソン　　　　　定円周上の点P菱中心とL・、定点Aを通る円の鴇絡線

3．皐フロイド　　　定円周上の点Pを申心とし、その円の中心を逢る直線に

　　　　　　　　　　接する円の包絡線

4。レムニヌケー掛　直驚双曲線κ：y＝1上の点幾を中心とし、原点0を通る

　　　　　　　　　　円の包絡線

5。直角ストロフ倉イド

　　　　　　　　　　放物線上の点Pを中心とし、軸と準線の交点Aを通る円

　　　　　　　　　　群の包絡線

§3　火線（反射光線の包絡線）（p4。）

1．カージオイド　　円周上の一点Aから発しその円周についての反射光線の

　　　　　　　　　　火線

2．ネフロdド　　　平行光線の円周についての反射光線の火線

一31一



〈定義〉方程式F（x，　y，　ct）＝0があるとき、αを1つ固定させると平面

　　　　曲線Cαがきまる。αを変化させると曲線の集合｛Cα｝が得られる。

　　　　この集合｛Cα｝を曲線族という。

　　　　今　Cαのほかに曲線EがあってEの各点がどれかのCα上にあり・

　　　　その点でEとCαが互いに接しているとき、この曲線Eを曲線族の

　　　　包絡線（envelope）という。

§1。　直線群の勉絡線

1．サイク資イド

樋箇箇の直径の包絡線
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2．　カージオイド

　　円周上を同O向きに運動する2点P，QがあnてPの角速度がQの角速

　　度の2倍であるときの直線PQの包絡線

3．　アスチロイF

　　　xy軸に、は＄まれる部分の長婁が一定獄直線の包繕線くp蝦参照）
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4．ヂルトイド

　①半径3＆に内接する半径2aの円の直径の包絡線
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　点Pよ輔寺計の反対方向ζこ角速度8欝動くとき．点Qは時計の方向に

　23で動く。そのときの線分PQの包絡線

③定三角形のシムソン線の包絡線（P42参照）
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§2．　円群の包絡線

1．カージオイド

　定円周上の点．Pを中心とし、円周上の定点Aを通る円群の包絡線
一．
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3．レムニスケート

原点0を通る円の包絡線上の点Qを中心とし、y＝＝1直角双曲線
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5．リマソン

　　定円周上の点Pを中心とし、定点Aを通る円の包絡線
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6。上記の定点Aをいろいろと変化させ捷とき、定点Aの位置によって

　　リマソンの変化していくようすを考察し炬ものである。
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双曲的蝸牛形曲線

　　　　匝ノ・
　　　誘％，
　　　・♂’・，

　　ヒす　　　　　ロ　　J　ノ・，　　r・・．　　グ／〆！▼ぺ
　艶ノ・・、ぐ／／’』、・β・

鮮・三哲ン1

騨き
ダ

　　　　　　／J．．t：．．rt．’tr4＝．　，　一”：h’一一　”＝．．

　　　　　　　　　　　・・隔．．噂一一聾『『・i・
　　　　　　　A一：＝一．’r．．．：　一L．r　L’”一．　．一．　一　’　一‘’一一

　　　　　　『！幣下凸・・∵｝、一一一漕・’一・’r　　一■T．

、蔚．．ノ姦葺蕪三葦三三｛二こ）：蔑；τ二1

　　　　　碧検磯・∵ミ・㍉1、一㌔

口
丁
．
『

　
」

、さ
．妻

　
り
　
　

．
・
プ
　

察
製
’誰

　
　
　
　
　
、

　
　
　
　
＼
、
＼
，
，
，

　
　
　
　
　
　
　
　
　
し

　
　
　
、
八
　
・
・

　
　
践
ぐ
、
．
・
戦

　
「
・
「
ハ
・
　
、
、
．
、

　
b
　
．
　
　
㌧
　
、
　
　
　
．
　
．

碕
・
、
、
・
、
　
、
圏
脚
・

圃
∴
・
『
．
・
、
、
噛
・
．
『
層
．
％
　
ト

3
．
～
．
～
隠
、
、

馨
一

雲易
一

劣
ご
で
ゾ
ゲ
F
、
貿

　
　
・
」
’

’
潤
、
■r

デ
．
　
一
’

ノ
　
’
パ

　　　　一　唱　罰■、，
　　　　㌧匿’、．　’
　　　　一i？一　t，，．一　．，一　，

　　　　風N、・
　　　　、・．．㌔㌔・．1ジ

¶’匿 f・一・’ゾ幽’k．1

　　　　　　’t　V　’ ^．　1　．／

N論凝一
　　vi

、
喚
、
岬
“
蕾
主
渦
↓

累
＾
幣
－
・
弍
副

旨
髪
“
辰
－
、
h
、
，

、
伽
、
「
」
」
㌔
．
1
’

圏
－
㌔
一
」
辻
1
澹
－
ー

キ
、
ト
ド
ー
ト
ー
～
，

、
1
　
圏
，
㌔
－

b
I
、
1
蚤
一
1
野
」

細
蝋
三

三
耀
嚇
溜
撫

　
、
警
嚇
ギ
ポ
臥

無
繍
漏

蹟
節
～
」
辻
｝

、
キ
ー
ー
　

、

曳
ト
ド
」
r
詰
、

、
．
㍉
，
，
＼

㌔
，
．
、
キ
ナ
ハ

．
、
・
穿
｝
斗
裟
H

10｛

熱繋
200 L［“j　U／i，1

婁撫潔4
鈴蘇こ≧ミ三冠筆ミ三：二

覧ミ蜂：：ここしごヤ三＝二二謎

　／1　’t’／　s．　’　’”．　 一一　．一．
　・，’、、．『『’ゼr一一匿二J＝H－T一一一P一一一．一一一一・

＼尋ミ三；肇7…一
　　　　「、蝕ニ窪き穿愈一・一ら～一心’幡解

z三章’　　・
響鼠坊〃1
三≒：劣ジ：ζ汐∵夢

’製i≒三室鴬レ／

＿＿＿　　．＿’一一．’帆ド髄曹辱’，曾’い7

紺
悌
驚
〆

胃
靴
耀
脇
〃

1
〆
一
斗
L
卜
－
－
4
’
イ
・
．
一

鋸
・
点
才
ボ
ム
遅
ξ

」
y
ー
ー
ー
f
～
－
’
　
，
！
、
！

鴇
結
旧
イ
ヂ
’
岬
，
∴
／

げ
γ
「
ギ
詐
ー
ポ
．
ノ
’
〆
、
・

W
粧
紘
蹴
☆
！

…
雛
銑
　
〆
巽

建 　
　
　
　
　
、
，
，
一
、
1
．
t
－
ー
ハ
F

野
鼠

奮
三

口

糞
船蔓

＝
聲
層’．

A
ゴ

　
デ
堂

為
　
　
　
2
㍉
．
い
～
，
斗
－
一

　
淑
照
b
曽
，
羊
｝
ハ

獣
職
バ
h
h
h
5
汁
・
量
μ

苫，・

?
?
O
・

馳牽
づ
貯
．

・
ポ
〆
！

／
．

紫
｝

2
「
㌻
5
．
・

ζ
．
ミ

　
　
’

「
一
ニ
へ
－
一
．
r
「
・
・
　
層
－

；
「
㌧
㌔
、
奪
『
一
睡
－
『
：
引

｝
　
博
，
ヤ
弐
昌
一
－
旨
～

．
　
　
　
「
・
「
馳
．
　
　
i
「
　
・

一
　
　
　
　
　
　
」
　
匿
　
・
」
　
「
レ
・
．

　
　
　
　
、
　
」

　
　
　
　
　
　
ヤ
ー
～

　
　
　
　
一
　
　
F
脚
　
　
　
　
　
　

．
・
、
で
、

黙

渥
礎
鯵

lso 鋤
ゴ
，
逢
　
　
…

ii霧隔蕩）：／！

．；婆≡三三弘漸ノノ撹il’i，！／

　　　　一一．：’一一一7β一一一｝一’：引ノー・∵．・・．．」・’ク．

ここ二．磨二；；ご斗ゴぐ量ピ／

織二瀬隠州2ジダ
　　　　マ由幽噂亀－配＝．一一一

心臓形曲線

雄蕊拶
　　　＼くミ菟叢叢多”

無難 醸
筆
三

　
　
　
コ
　
ト
ヘ
　
　
　
　
　
　
　
　
　

ト
　
　
　
　
　
　
コ
コ

　
　
｝
＼
目
層
－
㌔
雪
思
－
滅
し

・
隷
磁
丑

へ
霧
雲

、　

。
誇
櫛

ψ
　
　
唱
〒
廿

〃
，
ご
い

P
辱
．
、
雪
．

　
　
．
P
ジ
’
ρ

．
∵
－
．

　
｛
．
　
∴
∴

　
ノ
ト
　
ノ
　

　
．
レ
～
唱

「ー

C
ヰ
～
・

・
’
司
「
．
ゴ
τ
・
凹

翫リ
ロ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ロ

“
　
　
　
幽
r
脚
i

舷
、
、
甘
職
噂
華

魂
」

　
㌔
：
ら

4
㌦
＼

＝
　
F
読
，
！

・
二
為

ト
・
．
「
素
＝
．
田

－
弧
姦

三
皇簗
場丁、∵1’t・1．

一38一



楕円的蝸牛形懸線
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§3．　火線（反射光線の包絡線）

　＜定義＞Sを与えられだ曲線とし、Fを定点とする。　Fから出る光線がこの

　　　　　曲線で反射するとき、反射光線の包絡線は、Sの火線という。

①カージオイド

　円周上の一点Aから発しその円周についての反射光線の火線（p43説明）

（備考）§1．2と§3．1のカージオイド

　　　　の作り方は、同りである

　　　　（図より明らか）

②ネフraイF

　平行光線の円周についての反射光線の火線④鱗説明）

（この現象は日常湯を入れだ茶腕などで見かけられる〉
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　　　　　　　　　　アステロイドの包絡線　 （図p33）

x軸とこの直線のなす角をαとすると、

直線は　y＝xtan　Ct＋asinCt　・・■■①

　　　　y　　　　 x
　　　　　　露一一一　十玉
　　as置nα　　　　a，COS◎t

　　　　　　　　　　　　　　x　　　　　　　y
f（x，y，a）＝一一　　　一一 一←　　　　　一　1

　　　　　　　　　　　　a（◎sCM　　　　　　　asl轟α

　αで微分して

　　　　　　　　　　　　　　＄i『｝麗　　　　　：￥章Os調
f・（x・篤の　一Tw一ｲ薦触…　．冨蕊弧…“②

蜜（xs　駆rl《：鎮〉：：一：　雷n）t　（xタ　y，9）鑑《｝　よ鯵

　　　　　　y雛〉＄我　　　　　　xslft｛箆
　②よ諺　　一一一　　　罵　一　　 一一　　　　　　編sl鵜2創　　　　　 繍（：《》＄2鐸

　　　　　　　　　sil酋α
　　　　　　y　：’：一。。s㌔x◎轡樋③

　①；を｛ざノLtS　　　　　　　　　　　＄漁3縄
　　　　　　xも臨む劔離隔＄i　1’1農罵t・WWin　　　　　　　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　c◎s　一’創

　　　　　　　　　　　sln39
　　　　　　〈も＆麹α十　　　　）x露・・一一＆＄1擁覗
　　　　　　　　　　　　や　　　　　　　　　　　cosvα

　　　　　　　e“．　x躍一一ξもcos3α

　　③より　　y＝　asin3α

　　　αを消去すれば　　x2〆3＋y2！3讐a2・3　（［33］plg）
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〈シムソン線〉

　△ABCの外接円上の任意の一点Pから各辺に下し炬垂線の足は一・直線上に

　ある。

（証明）

図のように、△ABCの外接円上の任意の一点Pから各回BC，

CA，　ABに下し炬垂線の足をD，E，　Fとする。

△BPDにおいて　∠PDB＝90。

△BPFにおいて　∠PFB＝90◇より

BPを直径とする円周上にF，Dがある。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
四角形BPDFは同一円周上にあるから

　　zBPF＝zBDF　””．＠

　　∠PEC＝∠PDC　より

四角形PECDは同一円周上にあるから

　　，d　EPC　：　．d　EDC　・．・．．＠

　　∠PEA＝∠PFA　より

四角形PEAFは同一円周上にあるから

　　tFPE＝180e　一ZA　．．．．＠

四角形PCABは同一円周上にあるから

　　tBPC＝1800　一zA　・．．．＠

③，④より

　　zFPE＝　zf　BPC

　：・・e（EPC：ZBPF　””＠

　　　　／ご一一謡、一

，，／　／．^　x　tj”’

煮1：1＼▽

1＼∵〉監鼠・〆

＼＼ミ鯵難
　＼＼一／！P＼一一一ノ

ゆえに　①、②より

　　∠EDC＝∠BDFから
　E，D，Fは一直線上にある。（［18］P246）
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（1）円周上の定点から発する光線が再び円と交わる点で反射するとき、

　反躯光線の包絡線はカージオイドである。（図叫O＞

（証明）

図で0，を中心とする円が、同じ大きさの

0を中心とする円の外側を接しな淋ら回転

し、そのとき点Pは尖点をAとするカージ

オーイド上の点である。

00，が固定した円と（毫，曝転ずる鶏とT

で交わるとすると，PはQPと直角に動き、

欝丁はこのカージオイドの接線に獄る。

Oを中心、OTを半径とする円をかき、A3

0廼叢と憩交点を《Llとす轟。こ覇）と嚢、光線G

£丁がこの円周上のTにおいてτPζこそって

擬：購するb　〈∵　弧A鶏瓢弧窺P）

B

ら
／
θ

d　　　A

　．1．
’

o

P

T

ma@43　m一



（2）平行光線の火線はネフロイドである・（図P4の

（証明）円の方程式をX＝acOSθ

　　　　　　　　　y＝asinθとする。

反射光線の方程式

　　　y－asine　＝tan2e（x　一一　acose）

cos2e（y　一一　asine）＝si　n2月目x　一一　acose）

xsin2e　一一一　ycos2e　＝asin2e．cos2e　一一　acos2e　．sine

　　　　　　　　　＝asin（2e　一一一　e）

　　　　　　　　　＝　asine

：．　x＄iB2e－ycos2e　＝：　asine　．．．．．（S＞

①をθで偏微分して

2xces2a十2ysin2e＝　acose
．’D　x　cos2　e　＋　y　s　i　n2　e　＝1／2．acos　e　．．．．．＠

①と②よの　x、yの連立方程式を解くと

x　＝　asine　si　n2　e　十　1／2．　a　cese　ces2e

　＝　a12．（2siResin2e十cosecos2e）

　　：　a　f4“〈　一一　2ce　＄・3　e　十　2ces　e　÷　cos3　e　十　cos　e　〉

　＝　a／4e（3cosO　一一　cos3e）

伍
卿
⑲

e
●

旨

：　：　a　f2．si　n2　e　cese　一一　acos2esine

　＝　a　／2（si　n2　e　cose　一一一　2cos2　e　sine　）

　誕a／4（3s納θ一’・・　sin3θ）

よって x　＝　a　／4．（3cose　一一　cos3　e　）

y　＝　a　／4．（3sine　一si　R3　e　）

これは、半径a／2の円の上を半径a／4の円が転がってできる
外サイクロイドである。　（t28JP2t3，C2SコP79＞

w一@44　op



第4章　垂足曲線，と縮閉線

　いくつかの曲線について、その法線群鈴包絡線すなわち縮閉纈及びある点に

関する垂足曲線を記しだ。この串のかな蓼のも灘は。微分積分学のチギストに

演習問題として記されている．サイク渡イドの紙面線はそれと合同なサイク銀

イFである。一般に内（外）サイク難イドの縮閉線はそれと撫疑義内（外〉サ

イクrrイドになる。これは、蝶介変数表示の式について計算して簡単に得られ

葛ekだし、これ葎演習瞬題とした微分積分学のチ専ス｝はあまを）ないように

思われる。その理由は、今Hの解折学が、個々の曲線の軌跡とし’ての定義獄ど

は、漸まり問題としていないから、と考えられる。まk、第5章の§璽で、外

ljイク穣イドのカージオイドとネフロイドの出血線を式での方法と初等幾何的

な方法で比較してみ艶．
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§1．垂足曲線（pedal　curve＞

〈定義〉定点0から定曲線Cの各回での接線へ下した垂線の足の軌跡をCのO

　　　　に関する垂足曲線という

1．カージオイドの尖点に関する垂足曲線はCayleyの6次曲線（p　59参照）

　　x＝2a（1＋cose）cose　一一一一一一一一　r＝4acgs3（e／3）

　　y　＝　？“　a　（1十cose　）sinO

B

　　　　6－
　　T・一，開一軸㍉
　　　　　　馬、、、
　　　　　　　ももP　　　　　　　　　　　　、、

　ノロロへ

！Oc
～

＼　　　ノ
　、、　　　　　　　　　　　　　　　　，’
　へ　　　　　　　　　　　　　び
　　、。一。＿，ρρノ

A　x

黛、デルトイドの尖点に間する垂黛曲線はr瓢塁批cos3θ

　　ec　＝：　2　a　c““＄　ff　十　a　t）　e　s　2　es　一一一　一　一一一　一一一pt　r　：4a　c　o＄3　6

　　γ灘艶9fUsi雛3・・p・・asl“2θ

o

θ，，ノ1

、
〃

　
，
‘
ρ

　
　
ワ
6
9
8
1
1

、
凶

㌔嚇、　　　　　　　、㍉6一／
　働喩も●」、

　　　、、rご

　　　　　s
　　　　　Nsl
　　　　　　s
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3．アステロイドの原点に関する垂足曲線は、ばら曲線である

（式）x＝acos38　　　　一一一一一→　r＝1／2　asin2θ

　　　y＝asin3e

ら

噺

ノ
／
B
’

＼
、
9

’

∫

　，’@o’C’｡P’
f

　’
ﾆ　　　T

㍉㌔、、　　　　0　、、

。　　ノス 3

’

、 ’

、
＼

’
／
’

、’

4n直角双曲線x芝一y？：：館の原点Oに関する垂足曲線はレムニスケーートで

　　ある

　く式）：：衰一￥衰嵩＆2　　一一一→　（x2＋yり愛一a2（x変一y2）：：o

　　

_
㍉
，

、
、

ノ7

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
、

／
！
望
ー
ー
＼
、

5．円（x一囁）2＋v．　2　・b2〈a，　b＞0）の原点に関する垂足曲線はリマソン

　　である。特に円周上の点Aに関する垂足曲線はカージオイドである

　　（P66参照）
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6．放物線 ン細無（xr－h）の原点0に間する垂足曲線

垂線の足Pの極座標を（r，e）とし、直線

暮に接する条鴛からfの極方程式として

　　r＝bcのsδ一aa　sinδ蝿納8

　　　＝beos8一批si鋒襲6／cos8

　　　輩む。儒拶一a．・（1一一。⑪s2の〆。かs8

　　　　：　t’t　cos　6　一一一　s．　＄er．．“　十　a　co＄一　e

　　　畷為琶渓儒窃一濾9灘

①1＝｝蝿憩とき　　r　…撫憩s3一蕊灘｛二導

　　　　　　　　　　灘鼠な1盤ξμ鍵。εり

②鶏器携e’Z／h．．と糞　　罫欝需羅メ：Pt．．　ttl．｝一・慕鷲ぐ18

9：xcのs8÷ぎsl醸mr麟

シッソイF鵬線

1ニニ路鷹ソ穿イ1ご誌織

尾　　　　v

ザ灘尋赫。総謄一轟＄就ξ｝

O

x

＠

＼
二

6

甘

＠

　，t”“，押

　“．　“”’
’

x

L畠

x
　’x

　u

s
：

、、　　　　ノ
　、、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　艦■

　一t一一　．一”　　樋・・『　　　　　　　　　　　　　　　　　■・
　　レ・，　　　　　　　　　　　　　ノ　　　’「・・一単　　　　M一・唖
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7e楕円SC　2／a2＋y2／b2＝1の原点に関する垂足曲線は、

　　（x2＋　．y　2）2＝a2　sc　2＋b2y2

　（証明）

　　楕円（x2／a2）＋（y2／　b2）＝1…①上の点P（x，　y）とするa

　　微分すると、：y’＝一一一b2X／a2y

　　Y　一一一　y＝　｛一　b2　sc　／a2y｝　（X一　ec　）　”・＠

　　②に垂直で原点を通る直線の方程式は　Y＝（a2y／b2x）X”・③

　　＠klj　．x＝a2yX／b2Y　．”＠

　　④を②に代入して

　　　　　　　　X　a2　．yX
　　Xxa　r　一．．．　．1＞i’　：　wu　ptpmw　〈X　on　rm．，．．．ww．mu．．．mu．．）

　　　　　　　　Y’　b2　｝i

　　／，t’”　2十￥　agt．　tc）　2’Y　十a　“2．　．X－

　　　　　wwny’xu　坤証　　1　　　　㎜…　一　い　．l

　　　Y　　　　　　　わ艶Y

　　　　　g，：“　itr　Cik．i”　2一”｝．．　￥2＞

　　3．“’　：　一tmww・一＝一p’，v’．ve，．・“．一F－r＋ewn’rrm－pt　e　e　di（S）

　　　　　b2’x・r　E十　．w　2x2

　　　　　鵜2x（x2十￥り
　　；V　r．　一’一nv””w’”’muwwpm””wt－ew””　ab　e　e＠

　　　　　b2Y2－t一　a2×2

　　①よ警　起津gx｝一r÷撫2y2麗a2b2　に㊧、⑥覆代入して

　　a，2×2〈X2÷Yり2十b2Y2（X2十Y2ア罵（a2X　？・十b2Yり2

　　∴　（X盤十Yり2罵＆2×2÷わ2Y2
Ψ

ρ ∫
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§2．縮閉線（ev◎lu七e）（伸開線（involute））

〈定義〉縮閉線は、与えられだ曲線。の曲率中心の軌跡である、

　　　言い換えれば曲線Eが曲線Cの縮閉線であるとは、C上の点Pに

　　　おける法線がEの接線になっているとき、この法線族の包絡線をいう

　　　まだ、縮閉線に対してもとの曲線を伸画線という

く式〉①媒介変数表示

　　曲線Cの方程式　　x＝f（t）

　　　　　　　　　　　y＝9（t）　とする

　　その上の点P（x，：）での法線の方程式は
　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　x（x－x）十y（Y－y）＝：o　　・む・（1＞

これをtで微分して
　　　　　　りな　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぷ　　　　　　　　　む　　　　　　　ねゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ビ　　　　　　　　　ゆ

　　　　　　x（x－x）十．x・〈　一一x）十y〈Y－y）十ye（一y）＝脅

　　　　　　るり　　　　　　　　　　　　　　　　むや　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　の

　　　　　　x（．x’一x）牽y（Y一一y＞濃x2十y㌫・e（2）

（1＞，（鍛よりX一・x，Y一一yについて解くと
　　りり　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

（皇）×ぎ一一ぐ2）×y

　　　　　　　む　　むロ　　　　りの　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　ロ　　　　　　ゆ

　　　　　　（二疑ぎ一xy×x一．x’）zz－y（x2十y2）
　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　さ　　　　　　　　　　　　　ゆ　　リサ　　　　　ひけ　　ゆ

　　　　　　∴x罵x一　（x繋牽yり》・／〈κy一…xy）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　りの　　　　　　　りむ　　　り

覇様にして　　Y識y÷　（x’？十：￥2）x／〈xtt－xy）

　②陽関数表示

　　　y＝f（x）のとき

①よを）　　xuex・一P（1十y

　　　　　Y　f－一va一　y十（1十　y

　x＝x穿y＝f〈x）として
　at　）　｝r　P　／　y・　ps

tt@2）／ジ’

注意：x，yはx’，y’と同O意味
　　　のの　　　　　　　ワロ

　　　x，yはx”，y”と同じ意味
　　　り　　　　　　　ゆ

　　　x＝：y＝0のとき　［34］p15～17を参照

一se　一一一



1．サイクmイドの縮闇線は、サイクロイドである

（式）x＝a（θ一sinδ）

　　　y＝a（1　一一　cos　e）

（縮閉線の式）

x＝a　｛e十n　一一sin（e十　rt　）｝　一　rr　a

y＝a　｛1－eos（e＋　rr　）｝　一2aL

γ　、、、、31

@　　　　、、、　　　　　　、
（x．y）　　　　’　！　　　　　　　　　　　’

　　　　69●9@　／’　o　ノノ

m
’

　　　　　　　　　　　　　3
oてξ，η）

0’
κ

黛．カージオイドの縮襯線は、カージオdドである

（式＞x＝a．（2c◎sθ一cos28＞

　　　y＝　ex　〈2＄inG　一si　n2e＞

〈縮閉線の式）

x饗＝1／3學　a（2cosθ十co＄2θ＞

y＝＝璽ノ3・＆（2S喜魏δ十＄in2θ〉
高

　　　，，ノー・／■卿，一ノー

　　〆ノ‘

　一　／x
／
t

e

へ
　

．
＼
、
ノ
ノ

＼

＼
　
＼

＼
＼

xxx．　X煤h／7

　　　＼一一レノ

3、ネフロイドの縮点線は、ネフロイドである

（式）x＝3acosθ一島cos3δ

　　　y　F3asi　ne　一　asi　n3e

（縮閉線の式）

x＝1／4　．　a（3acos　e十acos3　e）

y＝1／4　．　a（3asi“e　十asin3e）

　　一　一
^
へ
＼
／
ノ
’
！

『、 _　、＼

@＼@＼　　＼
、
、
～
亀
嵐
‘

，
3
～
・

■
、
、
＼

ノ
！

＼＼＼＼　、　、、一　　一 　　！　　！
@
／
　
ノ
ノ
ー
”
一
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4。アステロイドの縮閉線は、アステローイドである

く式）x＝3／4。＆cosθ＋1！4・acos3θ

　　　y＝3！4　．　asinO　一lf4　．　asi　n3e

（縮閉線の式）

x＝3／2　．　acos　e　一一　1／2　．　a　cos3　e

y＝3f2　．　asine　十1／2　．　asi　n30

3

，

0

導．楕円xr　2fes　2÷：y　2／b2＝1の縮閉線はヤ

　　〈一　a　x＞d’　f3十（b　y＞2f＄＝（a2一一一　in　2＞2f3

¢

●

汐

O

6．放物線の縮閉線は、半立方放物線である

（式）①y2　・＝　4ax（ft＞o）

　　　“tD’　x＝：at2　Y
　　　　　y　＝2a　t

（縮閉線の式）

　　　rvbl　y　2＝　4／27a・（x－2a）3

Ot　x＝a（3i2十2）

　y＝一2a，も3

o

一一
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〈定理〉「一一一一一

外サイクロイドの縮閉線は、外サイクIr　1イドである
LntT－m－pt一＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一「

ilLlwr

（証明）外サイクnイドの媒介変数で表しta式

　　　　SC篇＝　（a十b）cosθ一　b　cos（（a，十b）／b＞θ　　　｛

　　　　y＝＝（a十b）sinδ一bsin（（a十b）／b）θ
り　　　　　　　　　　

ab　2＋y2＝2（a＋b）2G－c◎s（a／b）θ）

　　　　　サ

：7cツ＝＝（a』＋b）£〈s憂n2θ一（我＋2b）／b．sin3sln（乱＋b！b＞ξ｝＋（1も÷b）／b．s蓬n2（a＋b／b）。θ　）

；r．Y＝．＿．（継b）2（（X》S28一（批十2b）ノ13．COSθCOS（a十b〆b）θ÷（義÷b）／13◎COS2（挽÷b／b）。ξ｝）

　．xy－ncysc（a十軸）2・（臨十三ノ蝕〉・（i－cos（翫掬）e）

（．ec　2十ンリty：2（’es十k）3（9一《）（）s（臨／蝕）β）（cesβ一cos（島十わノb）δ）

　ぽ　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　む　　　むぜ　　　　　　　のご　　　ど　　　　　　　　　　な

（x芝十y裳／κ：y一：］cy）e：y灘｛：2k（a÷b）／a十2縛〈co＄e一・e．e＄（a÷h／む〉δ〉

∴。X　wa｛蕊／（鼠÷激1＞｝　｛魚十ks）c◎＄δ÷蝕α》＄（＆十わノのξ｝｝

　Y淵｛臨！（臨十撫）｝　｛＜蕊÷瞬＄i　rt　6÷語＄in（島÷お／b＞ρ｝

〈定理〉ヂ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　1解イ夘押蠣㈱は・齢イク朗話鵬i
　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

（証明）

　　　　内サイク凛イ劉の媒介変数で表し艶式

　　　f　xr瓢　　（轟一一　ま））　cosθ十　　b　　COS（（畠一一　b）／b＞8

　　　ぜ
　　　く．［．　：　（a　一一　b）　slne　一一　b　sisK（a　一一　b）／b）e

　　sc　2十　．y　2　：　2　（a　一　h）2（1一　cos（afb）　e　）

　．“．v，　：y’　一　x　y　：　一一一　（a一一　in）2一（a－2h／la）．（1　一一　cos（a／b）e　）

（　bo　’t十　：fr　2）　，y　＝　2　（a　一一　b）3（1一一　cos（afb）　ff　）（cos　ff　ny　cos〈la’　hlfb）O　）

（（説：2十こシ2＞レ〆（｛　．V一；懇づ∂）　○夕＝＝一2b　（c◎sθ一cos（（1｝一幅ゾb）δ）

：．　X　as　｛a／（a　一一　2　b）｝　｛（a一　ts＞　cos　e　一　b　cos　（〈a　一　hi／　b＞　e　｝

　Y設＝｛我／（a－2ま〕）｝　｛（島一b）sinθ÷bsin（（≧一一ヒ動〆b）θ｝

一一
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’第5：章 サイクロイド系の曲線

　サイク訟ずF系の回線について、第3章で、その包絡線としての‘‘作図法7「c、

輪転円に懸丸きれお晶晶の叡絡線について記しだ、ま為第4章では、サイク難

イF系の曲線の縮応急が、根似な曲線に減ることを示しだ，、これら3つのこと

を、座標平温によらずに、初等幾何鍛に証摂する。いずれも、サイク讃イド系

の曲線の接線を晶晶ずける事実が、原理と吉れる。灘だし’。この原理はtS動点

の速度という力学的な思考で得られることで。円崇直線、代数曲線の研究では

生まれなかっ海ことである。証明のiつ9つには、わかりよいようζこ図を遍い

海。まみ．靱等幾何的な証明と、、座標平面の方程式表示をもとに、微分計算で

示す方式との紘較対超も試みk。
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§1．カージオイド（外サイクロイド）の性質：

〈定義〉

　半径aの円に外接する半径aの動円の周上の定点の軌跡

　（式）x＝2acosθ一acos2θ

　　　　y＝2asi　lte　一一　asin2e

（1）半径aの三三で、カージオ4ドの直交する2接線の交点の軌跡は

　　半径3aの円である。ま拒カージオイドの直交する2法線の交点

　　の軌跡はもとの半径aの円であるe

　　　〈磐57参照）

〈2）カージオイドの尖点に回する畢足曲線は、縣y掩》憩8次曲線欝轟る。

　　　〈蓋）さ嚢参照）

〈3うヵージォイドの平行蹴接線の3つの接点の重心は定点である。

　　〈皐フ讃イドの平行な接線の4つの接点の重心は定点である．）

　　　（登櫛～鍵参照）

（4）カージオイドの法線は．その点に頬応ずる璽転円が底円と接す篠点奄通

　　る。

　　　（P57参照）

（5）定円周上の定点から、その円の接線に下ろしだ垂線の足の軌跡は、もと

　　の半分の大きさのカージオイドである。（垂足曲線）

　　　（P58，66参照）

（6）定円周上の定点を光源とする光線のその円周上についての反射光線群の

　　包絡線は、もとの1／3のカージオイドである。　（火線）

　　　（P43参照）
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（7）底円の2倍の半径をもつ円の直径の包絡線が、カージオイドである。

　　　（P57参照）

（8）定円周上を直径ABの両端からそれぞれ出発し、同じ向きに運動する2

　　点P，Qがある。　Pの角速度がQの角速度の2倍で，　Pが一周するとき

　　直線PQの包絡線はカージオイドである。　（直線群）

　　　（P86参照）

（9）定円周上の点を中心とし、その円周上の定点を通る円群の包絡線はもと

　　と岡じ大きさのカージオイドである。（円群）

　　　（竃）35参照）

〈縛）定円に内接するように、その円の2倍の大ききの円がころがると嚢，そ

　　の回転円上の定点の軟跡はカージオイドである．

　　　〈P58参照〉

（／D：カージオイ5」　ew縮覇線は讃灘カージオイドで，大奏志は、もとの三ノ3で

　ある。

〈式）　x灘2＆c⑪s8一一＆c㈱28

　　　｝．　，y　ww一一a　2　a　＄z　”s　ft　ff　一　asln2．　v

　　（P67参照）

一一
jge xx茎／3（慧轟cos　8－a　cos2　e）

y：一s豊ノ3（藷＆s漁δ一農3謡2δ）

一56　一．．



図のように半径aの底円0で、円周上の定点をA，任意の点をQとすると、点

Qにおける接線に関して点Aと対称な点をPとし、APと接線との交点をT，

APと円との交点をMとする。カージオイドの定義より、点Pはカージオイド

上にある。ま炬QQ’が円0の直径となるように点Q’をとり、Q’における

接線に関して点Aと対称な点：をP，，AP，と接線の交点をT，とすると

次のことがわかる。

oEiftit一　Ap（証明）

△PQAとAQ’P’は二等辺三角形で

TQ，T，Q，は垂直二等分線だから

PT＝AT，　．“y　T’　＝P’　T’

：．　PP’　一一一　2T　T’　／　1’　ITQQ　’＝IQTA　・

　　　　：2QQ’　i　＝ZAT’Q’

　　　　＝4a　1　＝ZT’Q’Q
　　　　　　　　　　　　　　＝　9ee
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PQとP’Q’の延長上の交点Rは

底幅高上にあり、∠PRP’＝90。

s

（証明）△APQと△AQ’P’は2等辺三角形より

　　　1　QAP＝　L　QPA

　　　dk’AP’＝ZQ’P’A

一方　∠QAQ’＝90。より

　　　deC　QAP十　z1　Q’AP’　：go“

よって∠QPA十∠Q，P，A＝90。　∠PRP，＝90。

まra　，　Q　Q’は直径だから∠a鴫’＝90。より

点Rは、底円周上にある。

i免％
ロ　　　　　　　　　　　へ
鄙　　　〆　　　、　　　　　　　’　　　、

　　　　　　ノ　　　　　ヤ
i／　＼、／／♀
1　　　　　　　　　　　　　　、

！　　　　　　　　、
ロ　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

L7L．．一．一．．．．．一一．．

　　　　　Q’
　　〉一～

／
P．e

（3）

PP’の中点は点Mである。

（証明）□TT’Q’⑪は長方形だから対称性より

　　　凹丁＝AT，　ま炬、　AT’＝Tや，

よって　P湘＝T，T＝Q，Q＝2a

ゆえに・点M胆心に半径2・の円堕麺㌶こ1避塑ザ璽ヨ
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④点Pおよび点P’においてカージオイドに引いた接線は直角に交わりその交

　点の軌跡は円になるeまte点PおよびP’の法線の交点は底円周上にある。

（証明）　点Pにおいてカージオイドに引いだ接線は、QPに垂直である。

同様に点P’に引い艶接線はQ’P’に垂直である。

QPに垂直な直線とQ’P’に垂直な直線の交点をSとすると∠PSP’は、

直角になる。　（∵　四角形RPSP’は長方形だから）

点Sの軌跡は、点0を中心として半径OS（半径3a）の円になる。

まh、点PおよびP’の法線の交点は点R（底円庸上の点）となる

以上より、次の性質が示されだことになる。　（下記の図を参照）

（D底円周上の定点Aに関するその円の垂足曲線は、点丁の軌跡すなわち点P

　　を選るカージ：オイドを1／2龍縮小し撫カージオイドができるcr

（簸）点M憂中心に、直径欝P衰く半径藷出）の円をかくと∠A鰍凝隻醗∠燕臓よ勧

弧霰濃弧1∫塗〈∵∠《猷鷲8で半径轟と中心角28と半径d。？　ftと中心角8の閣係〉

これよ¢点鱗を中心に半径量＆の驚が、底円○のまわりを回転すれば

欝’はAに達する。　（Pも半遜漏壷にAに達する）

　冷えに点澱を中心に上面2a．の円が、半径aの底円。に内接しながらころ

がるとき．受の跳上の定点の治跡はカージオイleである、

s
s
k

　s

　クtt
’

t



匡三三至駈蜘蝿藤棄塵購璽漁曵！戴φ3擁畷鎚製
（証明）

尖点を原点とするカージオイドを極座標で表すと

r　＝2a　cos　e　十2a

x　＝　2a（1十cose　）cos　e

y　＝2a（1＋　cos　e　）sine

dyfdx＝　（ci　yld　e　）／（ci　x／d　e　）

　　　：（2cose　一一　1）（co＄e　＋1）／　一sinek＋2co＄　e）

よって　接線の方程式は

Y　一一一　2a〈1．　＋co　g．　e　）slne　：　一r　一（2co＄　e　一　O（ces　e　＋　2＞／sin8　（　．e　＋2cese　）　．

　　　　　　　　　　　　　　｛x－2　a，　（1十co．se）cose｝　．“．・（1）’）

この接線に対して尖点からの垂直な方程式は
Y　＝i＄　ir？　e　（i＋2e．gs　e　）／（2cos　e　一1）（ceg．　e　＋g）｝一　X　“edi　e（2）

①。②よdyX，　Y’について連立方程式を解くと

．x’　＝　a〈i十ce＄　e？　〉（2cos　g　一1）（cos，　e　一e一　1）

Y＝a（1十COSξり。s冷3・QCOSδ十隻）

∴r黙π衰療Y2
　　　＝：　a　（．s十　ee＄”〉　g〈一2’tl；o＄s　一s）2〈co＄o　十　1．1　2十　sc．・’wa　2　g　（k＞，eos　g　一e一　1．　＞2

　　　＝　es　〈g十ces　e＞　．」2〈g　一｝一　c．tts”tt

　　　e“＄2〈6f2）＝：〈1十cros　fi．　）／2　k　tr）　」．　一｝一　cos　e　：一r　2co＄2（t？　／2）

　　r綴2勘。◎s2（e　f2）。2c㈱（θ／譲）

　　　　：4　a　ces3（　ff　／P．．）

図のように8、αをおくと　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆

　　　α罵3βノ2（∵亀翫n（α一一8）寓：もa轟（θ／2）　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／／一一
　　よって

　　　　r　＝qa　cos3（a　／3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼＼ノノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vc’”’“
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　　　　カージオイドの平行な接線の三つの接点の重心は原点である。

〈幾何学的な説明〉

①　カージオイドの平行な接線は、三つである

（理由）

図のように、底円Oと同O半径の外側の輪転円の定点Pが点Aから出発する。

輪転円を時計の反対方向に回転させるとき、三農ジオイドの法線の回転角を考

える。

最初はOAに垂直で下向きの方向である。

次にOAを始線とし、動径を6⑪。ずっとつ炬点B，　C，D，E，Fに輪転円が

位置するときのカージオイドの点董艶bPs，PもP恥P辱とすれば

∠A｛）3篇総。潔獄る底円周上の点B凝考えるとBPゆ方向である。

欝様に、心費営，舞re　1．，慧Pe，　FPsの方向がわかる．・

最後隷、もと愚点Aに戻ってiきたときOAIこ垂直で上向きの方向である。

縦って　カージオイドの法線の璽転角は、369。÷18ポ鷲54ポである。

ゆえに、カージオイドの平行な接線は、三つであることがわかる。

3P
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②　三つの接点の重心は原点である

（理由）

　底円0と同O半径の外側の輪転円の定点Pが、点Aから出発する。

　∠AOB＝β，∠AOC＝β＋120。，∠AOD；β＋240。となる底円上の点

　B，C，Dに輪転円が位置するとき、輪転円を0量，02，03とし、点PをP1，

　P2，　P3とする。BOlの延長上と輪転円との交点をQとすると、PIQは

　カージオイドの接線である。

　だからBP賑CP2，DP3は、いずれもカージオイドの法線である。

　BPIs　CP2，DP3とOAのなす角が90。一3／2・βであることが図よりわ

　かるので、BPbCP2，DP3は平行である。

　△P曲B，△P20？．C，△P303DNE余弦定理を用いて、長さBPI，CP2，DP3を

　求めると　（輪転円の半径をaとする）

（B　Pi＞2＝　a2十　a2　一一　2．a．a　．cesB

　　　　＝難：糠l12，　　冨＼、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．N　’t　x　N
　　　　凝・4a2s垂n2（β／2）

∴BPド2繍（醐　　　　 昏
同様にして

　C　P　2．　：2asi　n（　B　／2　＋600）

　D　P3　＝2asi　n（6eO　一一　B　／2）

B　P　i十　D　P3＝2asi　n（　B　／2）十2asi　n（　600　H一一　B　／2）

　　　　　　＝2　a　．2s　i　n3ee　．cos（B　／2　ti一一　3ce）

　　　　　　＝2asin（9eO十B／2　一300）

　　　　　　＝　’z　asi　n（　6e“十　B　／2）

　　　　　　＝CP2

　　　　’一．，）xsrst　tlo’　i，

oユ

　　　　c
　　　ノ，　曽＿
　　　1　　／

響

一一ト

／’D
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q
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，
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，
，
9
」
．

　　　・．ぐへ

　　　　’01
　、　　　　　　　　　　　　　　　　　！
　な　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
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　　　ブ　　　ゲ　　ノ
　　B二二．．1／
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　ノ　　　言
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庭
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よって　向きを考慮すると
　　　　シ　　　　　　ラ　　　　　う

　BP1十DP3＝CP2となり重心は原点0である。
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カージオイドの平行な接線の三つの接点の重心は定点である…　T
（証明〉　カージオイドの媒介変数表示

　　　　　x　＝2a　cose　一　a　cos2　e

　　　　　v．　：2asi　ne　一t　asi　R2e

ci　y／de　2a　（cos　e　一一　cos2　e）　一2sin（3／2．　e　）sin（e　／2）

　　　畿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝七an（3／20θ）

Ci　×／dθ　　　一2a（sln3－sin2θ）　　　　　　2cos（3！2．θ＞sin（θノ2）

　七an（3／2・θ）＝＝α　とすると

　es　e　〈2　rr　th　op　o　s　3／2．　e　〈3　rr

　3／2．8　：β，β＋π，β＋2π　（O歪βくπ）

　：．　e　：2f3．B，　2／3e　B十，？．．f3“　？x　，　V，，，f3e　fi　十4／／／．rr

　よって、与えみれ澄任意の方向に、常に3本の平行線が引ける。

　これらの接点におけるθの値の差は、穏ゲの倍数になる、

　　δ鼠鮮3。f3，2／3・　fi十鮮3・篤2／3弔十彰3・πのときの
　　それぞれのx座標を求めると

　x　g　rv一　2　a　eo＄〈2／3e　B　）　一一一　a　cos（4／？．　e　S　’〉

　．x．2＝2acゆs（2／3砂霜十黛／3・箆）一一aco＄（4／3・毒÷尋，f3・x）

　x＄灘量εし（：◎s（琵／3・β十4／3・π〉一一醜cos（4／3・f3十8／3etr）

　．y　s十x3　：2a　｛cos（2／3e　B十4／“3di　vx　）十cgs（：tf：　op　f．〉）　〉｝

　　　　　　　・一　＆　｛eo＄　（4／3．B　十8／3．　zz　〉十eos（4／3・　B　）｝

　　　　　　：2a　e7“cos（2／3e　S　十　2／3“　x　）・cos〈2／3．　n　）

　　　　　　　一一　a　．2ceg（4f3・　B　＋　4／3．　rr　）．cos（4／3．　rr　）

　　　　　＝　一一　2　a　cos（2f3．　fi　十　2／3．　n　）十　a　cos（4／3．　B　÷　4f3e　ix　）

　　　　　富　x2

　：．　Xl十X2十X3＝　e

岡様にして　δ＝2／3・B，2／3・β十2／3・rr，2／3・β十4／3・πのときの

　　　　　　それぞれのy座標を求めると
　　ya＝2asin〈2／3“B）一一一　asin（4／3．B）
　　v．　2　＝2asin（2／3．B＋2／3．　rr　）一一　asin（4／3．B　＋4／3．　rr　）

　　y3＝＝2asin（2／30β十4！3・x）一asin（4／3．β十8／3．u）
　　Y1十　：，SS　3＝：　一一一　：　2

　・’・　Y1．　十Y2十　Y3　：O

　　ゆえに　平行な接線の三つの接点の重心は原点であるe

一62一



　　　　ネフniドの平行な接線の四つの接点の重’磁定点であ劃

く幾何学的な説明〉

①ネフロイドの平行な接線は、四つである。

（理由）ネフロイドの法線の回転角を考えると72◎。であるので、ネフロイドの

　　　　平行な接線は、四つである。（図を参照）

②四つの接点の重心は、原点である。

（理由）

底円0の半分の半径の外側の輪転円の定点Pが、点Aから出発する。

se（　i4tsL　O　Q　1　一一”i”H　＆　」4　．4tst　O　Q　2　＝　B　十90e　，　，et　A　O　Q　3　：　B　十18ge

∠AOQ4：B＋27⑪。となる底円上の点Q鮎Q2，競3，　Q4に輪転円が位置す

るとき、輪転円をOleO2sO3，0egとし点PをPaiP2，P3，P4とする。

Q，　aP9，＃＿2P2，幾3P3，鋤P纏ま、いずれもネフmeイドの法線であるe

Q津a，CZ　2P2，　Q3P3，　QaP4とOAのなす角が90‘』湿声であること：が

図よ静わかるので。、．QaP9，　Q2P2，　Q窓P9，，Q4P尋は平行であ嶺。

明らかに、（毫童Pト競2P匙Q難P3費競拶》4の長きも等しいから、
　　　　　　　一一一・〉　一一一etw　一　”
瞬き1も考えて　C22P旦浄Q4P4＝Q，　？P2十QfsP3とな鵜、重心は原点である。
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ネフロイドの平行な接線の四つの接点の重心は定点である。

（証明）　ネフロイドの媒介変数表示
　　　　　x　＝3acose　一一　aco＄30
　　　　　y・　’一”一：3asine　一一一　asin30

dy／d8　　　　3a，（cosθ一。◎s3θ）　　　　　一2sin28sinθ

　　　：一一一一一一一一一一一一　＝：　一一一　一一一一一一一一一　＝tan2e
ci　x／　ct　e　一一　3a　（s　ine　一si　n3　ff　）　2¢　os2esine

　tan2　e＝Ct　とすると

　0≦θ〈2冗よ蔭　 0≦2θ〈4寛

　2拶罵β，B十7s　fβ十2箕，β十3冗

　∴　8ue　1／2“β91／2・β十璽／2“Aタ茎／》β十寛タY2eβ十3／慧・箕

　よって、与えられ海任意の方向に・。常に．4本の平行線が引け悉｛n

　これらの接点に．おける＄の埴の差は、激）。の纏数に’なるゆ

　8離互／2・鐸㌻Y2“f，1÷旦ノ2“箕，丑／慧・β争驚Pt豊濃。β十3／藷。駕のと1きの

　それぞれのx座標を求めると

　xa　：3acos（Afte　f3　〉一一　a　c，os（：｛，f．“．2“　g，？　＞

　x童灘黎翁£総〈隻ノ掛1面白ノ2・鴛）一暴£のs（3／艶毒一｛一　3／2・箆＞

　x3諜謬＆藁）＄（且／2・β牽寛）一e，α》＄（3ノ藷・β÷3翼）

　x轟罵婁轟（Jrvs〈gノ麓・露÷奪ノ窯・箕：）一鵬egs（3／》8十嚢～》驚）

　x’　k　＃“　x3：：：3a　｛cos（Y2“　g3　十，　xx　）十cos〈Sf2eB＞｝・

　　　　　　　一一一一　a・　｛cos（3／Lt　．　P　＋3　7x　）＋　ces（3／2　．　S　〉｝

　　　　　　：：　a　e2c．os〈V2．　rs　十　Y2e　rr　〉・cos（i／2一　rr　）

　　　　　　　一一一　a　．2¢es（3f2・　fi　十3／2．　vt　〉・cos（3／2．　？t　）

　　　　　＝O

　x2十x4　：3a　｛cog．〈if2e　fi　十3／2de　n）十ces（Y2．ae　一i一　V2－N）｝

　　　　　　　一＆　　｛C⇔S（3／2噛メ3十9／2．二罵）→幽C◎S（3／2。β十3／2．π）｝

　　　　　＝：　3a　．2cos〈ii一’　2：　．　，R　＋　rr　）“cos〈　Y2．　n　）

　　　　　　　一　a　．2cog．　（3／2．B　十3n　＞ecos（3／2．　N　）

　　　　　憲0

　　　“一　x1十x2十x3－i一　，xq＝　O

同様にして　ya＋y2十y3十y4＝◎
　ゆえに
　与えられた任意の方向に、常に4本の平行線が引ける。
　これらの接線におけるθの値の差は9◎。の倍数になる。
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媒介変数表示

接線の傾きは、

　dy／d　e

＜n個の尖点をもつ外サイクロイドの控質＞

x　＝　（n十　1）a　cos　e　一　a　ces（n十　1）　e

y＝（n＋　1）asine　一一　asi　n（　lt＋De

（n十　Da　cos　O　一　（n十1）　a　cos（n十　1）e

　dx／de　一くR＋　i）as　in　e＋〈n＋Dasi　n（n＋　1）e

　　　　　　　　　eos（n十　1）e　一　cos　e

　　　　　　　　　　sin（n十　k＞　e　・一一一　sin　e

　　　　　　　　　　藷÷2
　　　　　ec　量鵬購．一一一一一一一一一・Ft・一一一8

　　　　　　　　　　　gb－t

捻11｛藤十のノ鱗8鵠撹　とおくと

窮蓬e＜2驚よ乾）　　倉≦｛（tl十2）〆鍛ξ｝く（n÷2）？

｛〈醜幸のノ2｝δex轟，β÷sc，β÷窓　？x、…　e，毒十（ft十Dn

｛i｝ec｛L＞／（1寄船2＞｝講P　｛蒙ノ〈二十窯）｝鐸÷｛2／（n十2）｝驚s

　　　　・…　　　韓！〈鞠や慧）｝路や｛藪襲÷蓋）年齢準慧）｝驚

よって

　与えられk任意の方向に、常ζこ（n＋2）本の平行線が引ける。

　これらの接線における8の値の差は、　｛2／（叶2＞｝πの倍数であるゆ
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薩譲謡冨瓢爾1孟謡癒照
足をPとする・点Pの巡堕拠靴2撫。隆麺焦．＿＿＿＿＿＿1
（証明）

　　（x－a）2＋y2＝a2　””＠

　　点Qの接線の方程式を求めると

　　①をxで微分して2（x－a）＋2yy’＝O　　y’＝一（x－a）／y
　　Y　一一t　vy　＝　一一一　（x　一一　a）／y’（X　’”av　x）

　　（．x　’一”　a）（　［X　“““一　x）十y（Y　一一　v．　〉　：　O

　　〈x　一’”　a）X　”一一（x一　．g　）x十yY　：y2

　　（x　一一一　a＞X＋　．v　￥’　：＝　a・　x　”．一fsAe2Ji

　　②ζ：．．点Aからの垂線の方程式は　　Y嵩y／（x－me）eX■ee・③

　　〈L“）　，Ilr．　｝‘1）　3f　＝　”iiff　（x　一　as　）／　．〉．｛1

　　②ζこ代入して

　（x－a）X　十〈　xr　一a＞／x　．　Y’　2　：a　．x

　　whTsc　：＆〈X2＋Y2）／〈X2－ax＋Y2＞　“一．et，pm．e）

　y：濃Y／x・as建Y／（x衰一ax’牽￥り

　　y麗a2Y／（x2－ea、　x÷Y2）・・輔⑤

④，⑤を③ζこ代入して

｛a（：x豊÷Y2＞／〈x量一a．　x÷Yり一轟｝：’

　　　　　　　　　　　一F　｛a2￥／〈，　X　2一一一　a　一x’　十Y2＞｝　2＝　ft　2

畠2×2十鳥2Y？一　：：（X2一哉X十Y2）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　撃

∴（X芝千Y2－ax）2＝a2（X2千Y2）…⑥

これを極座標に直すと

　　X＝rCQSθ，Y＝rsinθとおけば

⑥に代入して（r2－arc◎s8）2＝a2「2

　r　2　一一　2a　r　cos　e　十　a　2cos2e　一　a　2＝O

　r　2　一一一・　2a　r　cos　e　一　a　2sin2　e　＝O

　r麗ac◎sθ±菖ゼδ～簿萄一：F．蕊一二sln2θ

　r＝ac。sθ±aとなる（P68参照）
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カージオイドの縮閉線は、そのカージオイドの底円と中心を同じくし、半径は

1／3の底円をもつfaカージオイドで、尖点の位置は元のものと逆になる。

〈カージオ・イドの縮閉線の幾何学的意味〉

図のように、半径3aの円0を底円とし、点Aを始点とする外回りの円01の

定点Pがある。∠AOB＝αとなる点Bに円01が位置するとき、　PBはカー

ジオイドの法線であるe

まk、元のカージオイドの底円と中心を同じくし、半径aの円を底円とし、

0に対してAと反対側の点Cを始点とする外回りの半径aの円02がある。直

線PBと円02との交点：をQとする。円02がOBと交わる点をDとすると

∠COD魏∠DO2Qであることを示せば、点Qは半径aの底円のカージオ

イド上にあることがわかる。

（理由〉∠AOB篇αとする。

　　　　∠BO量P＝αより　∠OIBPnc∠02BQ＝畿90。一α／2

　　　　．1　‘K　QO2P＝18e“　一一　a　：x　COD
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘバね　ぼエよりめロトバ　むレ　　ロ　りめ　ゆ

ネフロイドの縮閉線は、そのネフロイドの底円と中心を同Oくし、半径は1／2

の底円をもつ炬ネフロイドで、縮閉線の二つの尖点を結ぶ直線は元のネプロイ

ドの二つの尖点を結ぶ直線と垂直である、

〈幾何学的意味〉

図のように、半径4aの円0を底円とし、点Aを始点とし時計の反対方向に

外回りの円03の定点Pがある。∠AOB＝8となる点Bに円03が位置すると

き、PBはネフロイドの法線である。

まだ、元のネフロイドの底円と中心を同Oくし、半径2aの円を底円とし、

0に対してAと垂直な点Cを始点とし時計の方向に外回りの半径aの円O　2hSZ

ある。直線PBと円02との交点をQとする。円0霊がOBと交わる点をDとす

ると、　弧CDと弧DQ，の長憲が等しいすなわち2∠COD＝∠QO2D

であることを示せば、点磁は半径2aの底円の象フasイド上にあること：がわ

かる。

（理由）∠AOB：：δとすes　。

　　　　蕊BOsP＝2δよ鯵　∠o貫BP＝∠02BQ　：ggo－9

　　　　∴　∠Qo擁）＝綿⑪o－28xx　2（99。一8）＝2∠COD

％
　　一sX．　B

÷QL4

ax　st　9i

Ci　D隻9。。
il己9
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o za　　　千α
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§2。ヂルトイド（内サイクロイド）の性質

く定義〉

　半径aの円に内接する半径1／3aの動円の周上の定点の軌跡

　（式）　x＝1／3・　a（2cosθ十。◎s2θ）

　　　　　y　＝113．a　（2s　ine　一si　n2　e）

（1）デルトイド上の点Pにおけるi接線がこの曲線と交わる他の2点をQ，R

　　とすると、Q，　Rにおける接線は互いに直交する。

　　また、P，　Q，　Hにおける法線は曲線の外接円上で交わる。

　　　（P7＃参照〉

（豊）デルトイドの接線が再びこの曲線と交わる2点の問の題離は一定の長さ

　　4aである、、

　　　〈aD劉～鴛参照〉

〈詠）デルトイドは定円の半径の茎！3，ま拒は慧ノ3の半径の一転円菱かくことに

　　よ噂2討論の内サイクロイドとして作られ；塩

　（半径為／3の円では、3回転で描け，半径＆／3の円では、蓋自転で油ける）

　　　（．P　70参照）

（墨）底円の露倍の半径をもつ直径：の包絡線が、デル｝イドである、

　　　（P70参照〉

（5）三角形のシムソン線の壌絡線はデル塾イドである。

　　　（Pq2参照）

（6）定円周上を直径ABの両端からそれぞれ出発し、反対の向きに運動する

　　2点P，QがあるePの角速度がQの角速度の2倍で，Pが一周すると

　　き、直線P（｝の包絡線はデル撃イドであるe

　　　〈p　74，75，85参照）

（7）デルトイドの縮閉線はま炬デルトイドで，大きさは、もとの3倍である。

　（式）　x＝謡1／3。a（2cosθ　十cos28）　　→　　　x＝＝　a，（2cosθ　一一cos2θ）

　　　y　＝　Y3．a（2s　ine　一・　＄i　n2e）　y：：　a（2＄　lne　十si　R2e）

　　　（P53参照）
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（幾何学的な証明）

　ヂルトイドの定義

　定円の1／3の半径をもつ内サイクロイドであることより

図よりOA＝3a，OD＝aとする．

　IQを直径とする円を考える。この円はPを通り、その弧IP（半径aの円

において、3tの中心角に対する）は弧IA（半径aの円において、七の中心

角に対する）に等しい。それゆえ、IQを直径とする円が外側の定円の内側を

回転するとき、PはAに達する。

さて、IPの延長と外側の円との交点を1’とする。そのとき、1’odは直線に

なる。〈∵∠⑪II’　＝9◎。一3t／2よ吟∠1’Ol　・3　t　故に∠1℃A寓2D

それゆえ、P郎を直径とする円の半径は一定で2aになり、Pを通る。

さらに、弧1’P（野心角は3t，，半径は2a）は，定円の弧YA（中心角は

2t，，半径は3繍）に等しい。しkがって、　Pの軌跡は、半径3黛2定巴㊧箆

興野躯窯。駆＿野地牛裂の，円の円周爆獄局“

まta　P’は、皆野の2／3の半径をもつ回転円の円周上にある定点である。

それゆえ、P’の軌跡はデルトイドになり、　P’は定円上のAに達するから、

このデル塾イドの尖点はPの軌跡すなわち、直径P，’P，の包絡線の尖点に一一致

する。同様なことは、直径の他の一端P”にも適用し、半円の弧P’P”は定

円の円周の長さの1／3であるから、P，，の軌跡の四点は上と同ゆ位置にある．

（円が一回転すれば、財とP，，の位置は交換される。）

それゆえ、P，P’およびP”の軌跡はすべて同一一で、直径P”P’の包絡線である、

し炬がって、　　P，，P，＝4a

P

　　　　　　　　　T
　　　　　　　。，ノ
””hkt／　”’　”i
　　　＼～昆　　！
　　　　　㌦・㌔　　か
　2二　t　　　鴨’，k・舳

▽
潔

？ll

．i」，＞k
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デル5イドの接線が再びこの曲線と交わる二つの間の距離は一定の長さ4aで

ある。

（微分を使った証明）

　式）x＝a（2co＄θ＋cos2θ）　・…。①

　　　y＝a（2sine－sin2e）　・．．”＠

　　　dy／d　e　一一一一一　a　（2cos　e　一2cos20　）

　　　dx／d　ff　＝　a〈一2sine－2sin2e）

　．％　dy／dx　：一：　“，　一一一　（　co＄e　一一　ces2　e　）f（＄i　“e　十si　n2　O　）

　　8＝ωに文量する点P（x，y＞ζこおける接線は

　　　　　　　　　　　　　　　　co＄k：p　一cifs’20
”ti””　一　a（2s　i　ri　u）　一＄i　rs　Lt　w　1　一mm一一　一一一　一　｛　X“　一　a〈2co＄　c．e　一“Y　c　o＄2”］w　1＞｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＄i　it　｛“　一F　s’i　n　2　w

　鞄）＄赫一瓶）s艶韓ww12＄ift（［S／70s）輔egi釣（Y2）ω

　s瞬ω→一＄漁謙ン）罵畿＄i購〈3！2＞ωeCO＄（玉ノ2＞娠）よ瞭

　c｝s〈豊ノ慧）ω　｛Y一一邸（2sinω一si　n2ω〉｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　xe一一sik（1ノ慧）静｛x一島（窯α》＄曇÷c．os2　ki＞｝

　Xl’　g．　ln〈“i）　／2＞十　Yc（＞s〈　ij．｝　f’2＞　一pt－H　2　d“　（tc＄〈w／2＞・si　ftwe（1　一一b　cesw＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　a＄1　B（w　f2＞　（2cosw　十　cog．．　2w　〉　：　O

　　　一一”　2　a一　cog，　（　e．）　f2＞esl　ft　（“’　e〈g－ces＆．）　〉

　　諜一一2翫（翼》＄〈二ωノ2）φ2sin（（．｝　f2）c《》s（w／2）Φ2si装2（ωf2）

　　＝　一一一　R．一　a＄　wt　3〈w／2）e　｛1　r－rp一　s　i　n　2（tu　f　2）｝

　　認：一8asilt　3（ωノ2）十8asin5（ωノ2＞

　　　一s一　a　si　n（　w　／2＞（？“　ee　sw　十　cos2　w　〉

　　＝一2asin（w／2＞一　｛1一一　2sin2（w／2）｝　一　a＄iR（wf2）．（1　一一　2sin2w）

　　＝一2asin（ω／2）十4a斜n3（ωノ2）
　　　　　　　　　　　　一　asi　it（w　／2＞．　［i　一一di一　｛8s　iR2（　hi　／2）一　8si　n4（w　／2）｝　］

　　＝　一2asi　n（w／2）十4asi　n3（bl　／2）　一一一　asi　n（w／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十8asl　lt3（w／2）　一一　8asin5（w　／2）
　　＝　一一　3asi　n（　to　／2）十　12asin3（　ta　！2）　一一一　8asi　n5（w　f2）
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∴Xsin（ω！2）十Ycos（ω／2）一3a，sin（ω／2）十4asin3（ωノ2）＝O

　Xsin（w！2）十Ycos（　co　／2）一一一　asin〈3w12）　：　O

　これが曲線と交わる点をQ，Rとすれば、それらに対するθは

　①と②を代入して

　a　（2cos　e　＋　cos2　e　）．si　n（w　／2）＋　a（2s　in　e　一一　＄i　n2　e　）．cos（　to　／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一asin（3w／2）＝　O

　（2cos　e　＋　2cos2　e　一一　1）．si　n（　al　／2）＋2s　i　n　e　．（1　一cos　e　）．cos（w／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一sin（3w／2）＝　0

　2　｛slB（w／2）．cose　＋cos（u＞　／2）・＄ine｝

　　　　　　　十　｛sln（w／2）．cos26　一一一ces（w／？一）e＄in2e｝　一sin（？，　w／2）＝　e

　2sin（ωノ2十θ）十siR（ωノ2－28）一・一　sin（3ω／2）＝◎

　2sin〈wf2十e）一一　2cos（w　一一一　e）．＄in（wf2十e）　：　e

　2＄in（w／’2十e＞　｛i　一一一　cos（o　一一　e）｝　：　c

　2＄i　n〈　w　f2十　e　＞e　＃“　si　n　2（w　一　e　／2）　：　g

　Ll　si　n（　w／C．｝，　十　e　）esl　n2　（　〈，）　・一一t　e　／2）　＝：　e

　　　　　wノ艶十8＝冗　or　ω／2十8認2驚

故に　　　 θ狂罵π一ω／2　◎ギ　62：＝2rr一一ωノ2

　Q，Rの座標凝　Q（x9，yΩ　R（x2，yのとすれば、

　　　x　 x　：：　a　｛ 一　2cos（　to　／2）　十　cos　w’　｝　v．　x　：　ft　｛　2s　in〈w　f2＞　十　sintu｝

　　　X臣～醤a．　｛　 2COS（ω／2＞十COSくゆ｝　　 y2：＝豊ξ∋し　｛一2si爾（〈D／2）一←sin〈A）｝

従って　QRの長さは、

　　　　　ぜ（x童一x2　＋y，一y2）1＝癬「＝・4a

1

P，．

e
？，

imin
@7　t“〉　wt‘



図形から見距媒介変数表示

点P’の座標（x1，　yl）とおく
　　　　　　　　　　　　う　　　　う
　　（x1，　y1）＝OQ十QP，

　　　　　　　　＝（a・cos・t，asint）＋（QP’c。s（七／2），一・　QP’sin（t／2））

　　　　　　　　＝＝（ac◎st十2acos（七／2），　asin七一2asin（も／2））

　∴　Xl＝acost＋2a　cos（t！2）

　　　y1＝＝aslnt－2asin（七／2）

点Pの座標　（x2，　y2）とおく
　　　　　　　　　ウ　　　　ウ
　（x2，　y2）mOQ＋QP

　　　　　　＝（acosも，　a，slnt）十（QPcos（も／2），　一QPsin（も／2））

　　　　　　nc（aレCOS七，　asint）

　　　　　　　　　＋（姫。。s（3t　f2＞・cos（t　／2），一姫＄漁（3x／2＞・sin（　tノの）

　∴　x2：a　cos　t＋2　a　cos（3　t／2）・c◎s（も／2）

　　　　　＝識a，cos　t　十2a，．豊／2（COS2　t　十COSも）

　　　　　富　ξ駈COS2意　十2ξしC◎st

　　　駆2＝勘s陪毛一2asin（3　t　／2＞．s　wt（　t　／2）

　　　　　慧aslnも・一2a。1〆2（s轟n2も一一slftも）

　　　　　瓢一・品＄in2t÷2asint

Pの方程式はP’の方程式においてt躍一2七を代入すれば得られる。

このことは、回転円がAから出発して前と反対の方向に二回転すれば

P，はPの位置にくることを意味する。
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定円周上を運動する2点P，Qが両端にあって、　Pが角速度8でQが角速

度一一28であるとき、直線PQの包絡線は・ヂルトイドである。

（証明）

直線PQの方程式は

y－asi鞭2δ＝（asinθ一asin2回目／（ac。se＋eac。s2の・（x＋畠。のs2の

　　　　　　　＝一（si戯δ一s撫δ）／（COS2δ十　COS　e＞・（　X十ac◎S2θ）　である

（ぎ甲一薦1繊の／＄蝋8／2）＝一一（x十＆cos28）／ぐos（ff／2）

F〈x　，　v．　，　e＞　：〈　y　一一　a＄i　n2　e　〉／sin（　eu－　／‘“））　一｝一　（　x一　十　a　cos2　ff　〉／　co＄（　e　／2＞

とおくと　　　　　　一2EX＄i＃）（9，u！2）c｛）s23一璽／2・cos（θノ2）（￥・一＆＄輪2e）

Fe〈　2Y　fi．　IY，　＃　1．　：：’“

　　　　　　　tL4ir声（拶ノ窓）

一周蕊＄餓薫3面心s〈3ノ慧〉十重！》＄i嚢（βノ慧）愚〈x÷農（：：嚢＄2看〉

m｝t一　一

（勲＄鞭8〆叢）

F（翼syr．＄）xe蓼よ参
　　　　　　　　　　　　　“　i’，．．　．，　el　’h．　f・　．　．　．，　ie　．…，．　，1　＋一z　x．　y’

欝6〈：x撃1一，i，・，3＞瓢鯵よを：｝

　　一鷺藁＄論、〈ξラノ慧）鴨登＄28一豊〆2醗◎＄（ff／諸xy一鳥瀬ギ慧t’i）

　　　　　器s講塗（e：p／2）〆eむ螺（e｝ノ雛〉・｛驚、…ミsil椴ff（：○＄〈ffs／2）一塁ノ》slぎ璽（8／2）

　　　　　　　・・（x十爲ぐ濠s慧6＞｝

　だから

，一一 嵩〟雛ﾖ（t｝ノ2）晦。〈購慧8十豆！2魯s輪〈ff〆2＞“（x÷a（los2ff＞

　：2a　si　n2（　g　f2）．e　’s　n2　e　fcos〈　ff　／2）　一一一　s　tw3（e　y’2）f2cesf’一　（　，t？　fk7）e〈　：x”　一｝一　a　cos2　e　）

　よって

x十轟cc）＄2δxx塁cx（：⑪＄2（e　／2）〈撫鈎（6／襲）蟷i魏26十。ゆs28）

　x鶉楽日（翼）s2〈＄！2）φも鼠轟く6～2）Φsin2δ十逸a（：os2（ef’2）や。｛｝s2ff一εし。（）s2θ

　　＝　〈1　a　cose　〈1　一一　ct’＞s2一　，ltu，　1　一1一　Lt　a（1　一｝一　cos　Si｝　）（2・　cos2　｛S｝　一一一　1）一一　a　〈2（］　os2　ff　一D

　　謡2轟。《｝s2δ÷2ξ象（1《）sδ一一臨

　　罵畠（2cosδ→一¢os26）

ww
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y＝＝一一2a，七an（θノ2）（2cos2θ十cosθ一1）十asin2θ

　＝　一2a＄i　n（　e　／2）（8cos3（　e　／2）　一一　6cos2（e　／2））十　a　s　i　n2　e

　＝　一一　16asin（　e　f2）．cos（e　12）．cos2（　O　／2）十　12asin（　e　／2）cos（　e　12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十asin2e

　＝　一8a＄ine　．（1十cose　／2）　十6asine　十　asi　n2　e

　：　一一一　4a（stm　e　十sine　．cose　）十6asine　十　asi　n2　e

　＝　一一　4asine　一一　2a　s’i　p2　e　十6asine　十　asi　n2　e

　嵩轟　（2si　fi　e　一一一　＄in2e）

ゆえζこ r
l
／

1・　×　：a〈2cos　e　一i一　cos2　e）

｛LY　＝，a〈2sinO－si醸の
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§3。サイクロイドの性質

く定義〉

　定直線に接しながら転がる半径aの円の周上の定点の軌跡

　（式）　x＝a（θ一sinθ）

　　　　　y＝a（1　一一　cos　e）

（1）サイクロイドの接線は、円の接線と水平線からなる角を2等分する。

　　　（P77参照）

（2＞サイク撰イド麟玉直線上を転がれば、接蕉の曲率中心は半径4aの茎つ

　　の円を描く。

　　　〈勤39参照〉

（3＞転顛；る円の山鼠の峯径をもつ円の弱気の短絡線は、もとの円でつくられ

　　叛サイクほイドである。

　　　（夢32参羅）

（4）大：きさの異なる動円が底線上の豊点（それを原点とす悉〉から出発する琴

　　イク臓イドを描くとき、原点を通馨任意の直線とこれらのサイク9Z　dド

　　との交点にお赫る接線は常に平行である、

　　　（P79参照）

（5）サイクロイドの縮閉線は、またサイク1コイドで，大ききは、もとと同V

　’である。

（式）x畿a（θ一一・　sinδ＞

　　v．　＝＝　a（1　一一　cos　e）

　　（P81参照）

一．一　x＝a　｛（e＋　rr　）一sin（e＋　rr　）｝

　　y＝a　｛1　一ces（e＋　rr　〉｝

一　7？　6　一L．．．



　　　　　　　　　　　サイクロイドの接線の作図法

①サイクnイド上の点Pにおける速度ベクト

　ルは、線分QPに垂直である。

②点Pにおける接線は点Nを通る。　　　　　／
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i／／

③騰P葱は円の騰psと水平な直線／

PTのなす角∠SPTを二等分する。

〈初等幾何の証明〉

①，②；Q◎の延長上の円との査点を醤とする。

　　　欝Qは直径だから△NPQは直角三角形

　　　e“s　‘：Q，P．N　：900

③1接線と弦のつくる角より

　　　ig：SPN　：　‘di　1’QN　eeee〈1）

　　△PTNにおいて∠NPT十∠P離揖90。

　　△賄獣こおいて∠P蟹十．：　PN’i’　：　90　（’より

　　　∠NPT：＝∠P窺N　樋・。Q）

　（1），（2＞より

　　　，et　SPN＝　z　NPT
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〈式による証明〉

①点Q（aθ，0＞、点P（a（θ一sinθ），a（1－cosθ））とすると
　　サイクロイド上の点Pにおける接線の傾きは

　x　：a　（e－sine）

　y＝a（1－c。sのより

→←＝辮＝。愚論）＝デ豊繋万一・・ω

臨直線PQの傾きは播鵠鍔≧万τ一」講θ・・（2｝

　よって　（1）、②より　サイクロイド上の点Pにおける接線と線分PQは直交する。

②　点Pにおける接線の方程式は、

y’a（i一¢ose）　＝　一i￥tl一［IEII｝rvo2，0，　e一　｛x－a　（o　一一sine）　｝

Y果1暴θX＋a（2－2cos　e　一　esine　　1　一一一　cos　S）

　X＝aθのとき　Y＝2εし

　よって　点Pにおける接線は点醤（aβ，2a）を通る。

　　　　　　　　　　sinO
③PNの傾きは　　　　　　　　　1　一一　cos　e

　　PS＝1とする点をS’とし、Pから水平な直線PTにおいて
　　PT＝1とする点をT’とする。

　　S’＝（a（θ一si臓θ）＋a・COS（π一δ），aG－C。Sθ）＋莇s畷π一の〉

　　　　＝　（a（e　一一slne　一一cose）　，　a（i－cose＋slRe）　）

　　T’　＝　（a（e一一sine＋1）　，　a（1－cose）　）

　　S・T・の傾き暑1審1留年（籍1漁ll留，。、e＞t一一t

　　　　　　　　　　　　　sine
　　　　　　　　　　　　　1十cos　e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　si　n2　e
　　（S，P，の傾き）X（PNの傾き）＝　一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一cos2　e
　　．’．・S’　T’　tL　PN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SN
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

P

T’
T
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大きさの異なる転動円が底線上の1点（それを原点とする）から出発

するサイクロイドを描くとき、原点を通る勝手な直線とこれらのサイ

クロイドとの交点における接線は常に平行である。

（証明〉

図において点A2，　B2，　C2における接線とAIA2，　B　1．　B2，　CIC2は

それぞれ直交する。

ま彪、AlとA2，　BlとB2，　ClとQlこそれぞれ接する円をOb　O2，

03とするとl

　　OA1　：OA2

　　0Bs罵OB2
　　0c量畿oc2　だから

　　∠（）A2Al＝∠《）B2B璽罵∠OC2C1　となる。

よ1って

　　A衰A塞〃欝2お1〃。2cli

ゆえに

　　点A2，鱈2，　C芝にお幹る接線は、平行であ馨e
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サイクロイドの式

微分して

さらに微分して

　サイクロイドの曲率半径

　x＝　a（t　一＄int）

｛
　y＝a（1－cos　t）

　x’　＝a（1－cos　t）

　y’　＝asint

　x”　＝asint

　y”　＝acost

〈x’　2十　y’　2）312

　曲率の半径　ρ＝
　　　　　　　　　lx’y”一x”　y’　E

　　　　　　　　　　｛a2（1－cost）2十a2sin2　t｝　312

　　　　　　　　　1　a2（1－cos　t）．　cos　t－a2sin2　t　l

　　　　　　　　　　a　3　．　2312　．　（1　一一　eos　t　）3f2

　　　　　　　　　　　　　a　2（1　一一　cos　t　）

　　　　　　　　＝a．23i2　“1　一cos　t

　　　　　　　　＝＝2《1至「a．ヘノ至「sln（七／2）

　　　　　　　　＝4a　sin（　t　／2）

よって

　半径aの転円で作られたサイクilイドの接点の曲率中心は半径4aの1つ

　の円をかく。

一80一



　　　「下図において上側サイクロイドの縮閉線は下側サイクロイドである」

　　　（ホイヘンスの発見）

（幾何学的な証明）

図において OQ＝⑪
OB＝露（回転円Olの半円周）

　　　　　　∴QB＝PA
またA・B・篇愈・

　QP’は下サイクロイドの接線

（A’P’は下サイクロイドの法線）

rサイクXX　dドの弓長の算術」

図において、下サイクロイド上の点P’が0からB，まで動くと塞、

Pはζ）からB”まで上サイクmイド上底固く。

線分B”B’の長さは輪転円の半径aの4倍，4aである

（弧OB，＝B，，B，＝　4a，）

よって　サイク雛イドの盤つの弧の長続は、　8轟である

上記のことから、上サイクUイドは下サイクロイドの伸開線である。
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§4．　内サイクロイドと外サイクロイドのまとめ

　（i）　内サイク［iイドの媒介変数表示　　（初等幾何とベクトル）

　（2）　外サイクロイドの媒介変数表示　（初等幾何とベクトル）

　（3）　内サイクロイドの作図法　　　　　（直線の包絡線）

　〈4＞　磐サイク　コイドの作図法　　　　　（直線の包絡線）

　ぐ5＞　外サイク蓑イドの垂足曲線

　く6）　外サイク難イ罫痩：｝作聾方

　く7）　内サイク讃イドの作り方

　
一

り
囚8



　　　　　（1）内サイクロイド（hypocycleid）の表し方

く初等幾何〉

半径aの固定円に対して半径bの輪転円がある。

今点Aから転がすとき輪転円の定点をP（x，y）とする。

　∠TOA＝t，∠TCP＝α，∠CPR＝βとおく。
　　　　 ノダへ

　TP＝TAより　bα＝aも　　∴α＝a七／b

　RP＝＝bcosβ

　RC＝bslnβ

　α鵠β＋もより

　浮＝耐一も

　　鑑（at／b）一一t，

　　＝（a－b）も／b

x瀦OH＋鷺P
　罵（a．一セ））co＄も十bcos　B

　罵（轟一一わ）C⇔S意十bc⑪＄｛（a一一b）も／わ｝

￥舗獲。－m一一盆。

　罵く＆一b）sinもd・tdebsi邸タ

　畿（＆一b）si鷹一b＄漁｛〈a，一一b）も／b｝

〈ベク｝ルを旧いて〉
　．一〉　一一“）一一一一〉

　◎P鵠◎c十cp

b

β
．・ ｪ

し
c　ド

■

露

…
燈　Ω

お 一一 @　　l
戟@　l

o H　α

の

t

A

1
c

ぽ嘱仙
　d齢亀

T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　＝（a　一　b　）（cost，g．　i　nt）十　b　（ces（a　一　t　），　一一一　si　n（　ct　一一　t　）〉

　　＝（（a－b）C。S七＋bCOS（α一も〉，（a－b）sint　一一bsin（α一も））

　TP識TAより　bβ＝＆も　　∴α＝at／b
＾．　　　　－　 t＿／　＾　　　　L　＼　⊥　　ノ　冨乱　　　　sP）、」L、　∫》

Um @し　嫡kd』一　置」ノ　し／　i．」　　阪二〃」り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I

x　＝（a－b）co＄t十　b　ces　｛（a　一一　b）t／b｝

i　y＝（a　一一　b）sint一一　bsin　｛（a　一一　b）t／b｝

L

A

一・・A
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　　　　　　｛2）外サイクロイド（epicycloid）の表し方

く初等幾何〉

半径aの固定円に対して半径bの輪転円がある。

今点Aから転がすとき輪転円の定点をP（x，y）とする。

　∠TOA＝も，∠TCP＝＝α，∠PCR＝βとおく。
　　　 　　TP＝TAより　bα＝a七　　∴α＝at／b

RP＝＝bsinβ

RC＝bcosβ　　α一β十も魏π／2

　　　∴β＝α十t一・π／2

　　　　　竃（＆／b十1）t一一π／2

　　　　　議｛（a÷わ〉毛／b一πノ2｝

xueo｝｛÷RP

　黙（ξx÷b＞c（》s亀÷わslfi｛（繍，十まR＞も／b一一π／2｝

　認くe÷b）c《｝3も一轟。ゆ＄｛〈a十b＞七／b｝

y＝HC－RC
　xe（＆÷b＞siR　t，　一．　bcos｛（a十b）毛／わ一一？題目2｝

　罵（轟幸b）＄いも一bsllt｛〈＆十b＞も／わ｝・

／b へ

c

痢冨

T1 　「C施…　い

@
ヒ
　
i

P

㌻

；
：

◎ 久 A 開

驚／2｝

〈ベク｝ルを綿いて〉
ノヘ　　ハTP瓢TAより　aも嵩bα
　　　　　　　。9。　α翻義意／b

ま数　 驚十α謡（a十b）t／b

→　　→　　　　　　→oP＝：OC十cp
　　謡〈a＋bXc⑪sも，　sint）＋b（cos（π＋も＋α），　sin（π＋t＋α〉）

　　＝鶏（＆十b）（COSも，　sin｛；）十

　　　　　　　　b｛一一　cos（（a十わ）も／b），一sin（（a十b）も／b）｝

　　＝｛（a，十b）cos七一bcos（（a十b）も／b），

　　　　　　　　　　　　（a十b）sin七一わsin（（ε』十b）毛／b）｝

よって x　＝（a十b　）cos　t，一bcus（（　a十b）t／b）

v．　＝（a十b）sint－bsin（（a十b）t／b）
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（3）内サイクロイドの作図法

定円周上を直径ABの両端からそれぞれ出発し、反対方向に運動する2点Q，

Rがある。Qの角速度がδのとき、　Rの角速度がllθ（n＞のであるとき

点Qと点Rを通る直線群は（n＋1）の尖点をもつ内サイクロイドである。

半径aの円0においてQRの包絡線は、中心0，半径：（1十2／（n－i＞）aの

円の内サイクロイドで回転円の半径a／（n一一1）である。

例えば、1｝＝2のとき　デルトイド

　　　　捻■a－3のと嚢　アス・チ礁イド

　　　　　ぱへ　　　＝弧EP

まだ1Qを直径とする円をかき、

RQの延長上の交点をP’とする。
　　　　　　　　弧夏Psc弧豆P，

く証瞬）

図のように中心＃Pt半径く論…1）kと享径〈1汁エ）贔の黛つの円をh’〉〈，，

点Qを中るタ享径：説＆の円が、点｛）遊中心，半径（翻÷Daの円の海側のまわ鞍

董懸転ずるとき、接点を夏と：観．獄麟の延長上の交点をPとする“■

またOAの延長上と点0を中心，半径（重γ報＞aの円との交点をCとする。

瓢倉淵〈叶1＞翻

　　　鵠窓轟《鎚÷1＞δ／2

　　　ue〈籍牽玉〉誌8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　殺

　　　　ne

Bl　e

　2隼

α欝
　P’

工

　　　　　　　　　　タへよvて　弧亙C＝弧IP，
　誼n　，　　｝盛・s‘t　｝一？≧専壷　ソ
　r》、r　　　kdし’k“鷹》　『舜。

つまり半径（n十1）aの円の内側を

半径轟の円が回転することになる．

これが、（R＋1＞の総点をもつ内サイクロイド

の作図法である。

　　　　p

wt，g　　　　　　　　　　ノ

…8響一



（4）外サイクロdドの作図法

定円周上を直径ABの両端からそれぞれ出発し、同じ方向に運動する2点Q，

Rがある。Qの角速度がθのとき、　Rの角速度がnθ（n＞のであるとき

点Qと点Rを通る直線群は（n－1）の尖点をもつ外サイクロイドである。

半径aの円OにおいてQRの包絡線は、中心0，半径（1十2／（n－1））aの

円の内サイクロイドで回転円の半径駄／謡一Dである。

例えば、it＝2のとき　カージオイド

　　　　it＝3のとき　ネフ薮イド

〈識購〉

図のように中心0，峯径奪一1）＆と：半径嘔÷夏）aの2つの円凝かく。

点愈を中心，半径2　a．の円が、点◎を中心，半径く縫一E）aの円の外側のまわ鞍

を回転すると窪．接点；1．le：1とし、　R　Qの交点をPとす翫
．dpt一”N

弧夏A：ec（幾一隻〉＆＄

　　　・灘2農・〈魏一Dξ｝～慧

　　　：：：（窮一隻＞aff

　　　溜弧てF

まみ夏競を薩径とする円をかき、

RQの交点；を鋼とする。

弧斧罵弧てか

OA警＝（践一D我

oA　畿（貌牽蓋〉，N

菰1囎嵩輻～k＞｛i）／2

B o；！（6

工

　　　　　ノ　ヘ　　　　ノへ
よって　弧IA瓢弧亙P’

　点P，はAに達する。

つまり半径（n“）畠の円の内側を

半径aの円が回転することになる。

　’
P

7｝臼 AslX　2a
A

これが、二一1）の尖点をもつ外サイクロイド

の作図法である。
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　　　　　　　（5）外サイクロイド（epicycloiのの垂足曲線

く垂足曲線の方程式〉

図のように円0（半径a）上の点Aを始点と

し、外側を回転する円C（半径b）がある。

半径。の円の両端をA’しとし、外サイク

ロイドと円の交点をP、LPの延長に0か

ら垂直に引いだ垂線の足をKとする。

∠PLO譜α　　　∠BOK＝β

∠AOAs＝8　　0K＝P　とすると
　ノへ　　　　　　　　
弧AA’螺弧PA，より

a，3x　露蝕建　　　∴8uz　21t＞窃／a

まみ、β罵磐〔｝。一煮AOK

　　　　鑑認く）蟹藍

　　　　＝8十rk

　　　　ue〈2葦）ノa．÷蓋）窃

　∴　駕淵轟β／〈轟牽猛碁）

　　OKwrOL＄麟翻　よ憩

　　　P諜く轟十2蝕）si　ft（es鐸／〈蕊牽鍛，））
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（6）　外サイクロイドの作り方

外サイクロイドとは、感傷に接しながらその外側を転がる周上の点が描く軌跡

なのであって、2円が互いに外接している必要はない。つまり定円より大きい

円が内接しながら回転するとき動円の周上の点は外サイクロ・イドを描く。

（証明）

定円をO，それより大きい円をOiとする。定円0と動円との接点をCとし，

跡点PとCを結ぶ直線が円0と交わる点をC’とする。2円の直径COEDを

引き、OC’とDPが延長においてD，で交わるとする。円C，PD，は明ら

かに円0に外接すig　。

CP，C’P，CC’は互いに相似（∵円周角が等しい）
（）　P：；　（1］KM，　S　・一｝一　C’　IF，　3　lj　C　F）　：：CC’　一一i一　C’　P

今　c’P：c撃Aとなる点Aを考える。

点Pは、円Oのまわ聾を外側に転がる円◎2と考えても、円0のまわ韓を内接

し糠がら転がる轡0璽と考えても、点P麟円◎の点Aから出発隈む縄鯵道す難

を描く。　（備考　窃の半径罵（》の半径÷鋤の半径）　（図2な参照）

（7＞　内サイクロイドの作り方

義血aの撮定円。，帯径bの動円（）隷：する。麩緯のように。，Pの延長が瞬定

義と交わる点Oy，COSとPDの交点をD孚とおタ。

PDPt　o，は円。鑓内接し、挙径はa一わ

く）（ドx・OP一←0’沿よの　0’P＝uyAとなる点Aをとれば、点Pは内側

の黛円のいずれの周土にあると考えても1司賎内サイクロイドを描く。

（但し、2つの動円はPがAと一致する点から動き始める）（£2鑓p2is）
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第6章 微積分学書のr曲線の追跡」

　微分積分の著書，、テキスト（微分幾何その他の書）が、どのような曲線を

どのように取む上げているかについて調べた結果を記す。

代表的な邦書としては

　　　　藤原松三郎著r微分積分学（第二巻）」　1939年

　　　　高木　貞治著「解析概論（改定第三版）』1938年

　　　　穂メ哩四三二著　r微分幾至聖』　　　1965年

洋書としては、

　　船論語醸τ線　　　　　r　（：ALc￥L　ijsi　藍9雛葺

　　繍を蹴油津5於鵬　　　r£醜。乳脳s点鴎熱醜￥マ詫覗〔｝麗難y講鯵繊年

　　畿掘1勢Lq艶s＄総肺　ギ（；醜C駄恥ls　PART　it　9981ff

　懸線のことで。その長さ、それが囲む面積等は積分に関する内容になるが、

本論文を整理ずる段階でほとんど積分のことが出てこない内容になつだことに

気付き、予定の題名から「積分」をとることにし遊。kだし、長さや面積は

歴史上は曲線に関連して曲線の微分による性質とともに碍究婁れていることで

もあり、結果のみ付録としてのせだφ

一暮9…



ここでは、微分積分学，微分幾何学などの日本とアメリカの書物等が曲線をど

のように取り扱っているかをみる。

①　藤原　松三郎　数学解析第一編「微分学」第二巻　1939年第五版発行

　具体的曲線については、第六章「曲線と曲面」で取り扱っている。この章の

最初に藤原は次のように記している。

「幾何学上の問題は微積分学発生の素因をなし、またその発展をうながし叛も

　のである．叛だし微積分学の応用によって、曲線および曲面の性質：を組織的

　に論ずることは、今日にあっては微分幾何学の領分に属するから本節では唯

　基本的な事項にのみとめる」

次にこの章でどんな曲線扇取静聴っているかを認す。

第一種尖点の例　　くヂルトイド＞　　　　　　p12焦翻認

　　　　　　　　　くアステ償イド＞　　　　　P127

潮近線の鰯　　　　くデカルトの正葉態線〉　　瞬40

包絡線　円の火線（c網sもic）　〈ヵージォイド〉田46～亙群

曲率　　　　　　　くアステロdド＞　　　　　d囎

極座標による曲線の表示

　　　　　　　　　くレム蕊スケー｝＞　　　　P179

　　　　　　　　　〈定幅曲線〉

　　　　　　　　　〈ルーロー（Reule批聴x）の円弧三角形〉

演習問題　　（54題）　　　　　　　　　　　　P223～228

　　　〈ヂルトイド〉　　〈サイクraイド〉　　〈カージオイド〉

　　　〈レムニスケー｝一〉〈亘ノマソン〉　　　　 〈シツソイド〉

　　　〈半三次方程式〉



演習問題で取り扱っているいろいろな曲線に関する問題を曲線ごとに分けて問

題数の多い方から列挙する。

　　　　　　　　　　　　＜デルトイドに関する問題＞

1。x＝a（2cost＋cos2t）　のt＝τ1，τ2，τ3　に対する三点における

　　y　＝a〈2sint一一sin2t）

　　接線が一点で出会うだめには、τ1＋τ2＋τ3＝2πになることが

　　必要十分条件であることを示せ

2．デルトイドの三接線が正三角形を作る場合は無数に存在することを証明せ

　　よ

3。デルトイド上の一点Pにおける接線が曲線と交わる他の二点をQ，Rと

　　すれば、Q，登における接線は互いに盧交すること，およびP，　Q，　R

　　における法線は曲線の外接円上で交わることを示せ

藁．三角形に外接する双曲線の漸近線の包絡線は、ヂルトイ憂ごに職ることを

　　証瞬せよ

5。三角形のシムソン線の短絡線は、ヂル｝イドになることを証明せよ

6．．デ蕩トィドの平行曲線を求めて、その尖点を定めよ

7．ヂルトdドの直交す6二接線の接点の連結線1；k　・．ま撫一つの接線に震る

　　ことを証明せよ1

　　　　　　　　　　　〈サイクttイドに関する問題〉

玉。サイクロイドの方程式は、x＝a（θ一s語θ）　になることを示せ

　　　　　　　　　　　　　y＝濫轟（1　－C《）S8）

　　この場合に、ころがる円の1つの直径の包絡線もまだサイクロイドになる

2．サイクロイドの縮心線は、原曲線と合同で、相似の位置にあることを示せ

3．サイクロイド上の1点Pにおける曲率半径をρとし、θ＝0に対する

　　0点から測った弧OPの長さをsとすれば、ρ2＋s2は一定となることを

　　示せ（“2十　s　2＝　16a2）

4．サイクロイドが一・直線上を転がれば、接線の曲率中心は半径4rの1つの

　　円を書く

空
三



　　　　　　　　　　　＜カージオイドに関する問題＞

1．カージオイドx＝a（1－cosθ）cosθ　の尖点から発した光線が、曲線

　　　　　　　　y＝　a（1－cosO　）sine

　　上で反射し炬場合に、反射光線の包絡線を求めよ

2．円周上の1点Aに対するこの円の垂足曲線は、Aを尖点とするカージオイ

　　ドになることを示せ

　　カージオイドの尖点Aから発する光線がこの曲線上の1点Pで反射して

　　X軸をQで切ればPAQ＝APQになることを証明せよ

3、シッソイドx（x2十　y2）：2ay2の（8a，0）に対する垂足曲線は、

　　9つのカーージオイドになることを示せ

4。円の接線へ9定点Aよ斡下し海垂線の足をPとすれば、Pの軌跡（即ち

　　Aに関する円の垂疑曲線）凝求めよ　　　（この曲線をバス：カルの蝸牛線と

　　いう、Aが円周上にある場合にはカージオイドとなる〉　　〈l」4？参照）

　　　　　　　　　＜レムニスケーBこ開する問題＞

9．二定点から纏距離の乗積が一定になる点の軌跡を求め、その特異点凝

　定めよ

　　　　　　　　　　　〈リマソンに間ず轟問題〉

璽。p円の接線へ蓋定点Aより下し泥垂線の足をPとすれは．　Pの軌跡（郎ち

　Aに関する円の垂足曲線）を求めよ　　（この曲線をパスカルの蝸牛線と

　いう）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（P・＃7参照〉

　　　　　　　　　　〈シッソイドに蘭する聞題＞

1．放物線の頂点に関する垂足曲線を求めよ　（p48参照）

　　（これをシ・ソソイドという）

1。放物線v．　2　・2Px

〈半三次方程式に関する問題〉

の縮閉線を求めよ　　（p52参照）

ぐノ曲



②「解析概論」高木貞治著1961年第3版発行

　具体的曲線を扱っているのは、主に第2章微分法　「27．接線および曲率」

と第7章微分法の続き（陰伏関数）「86．曲線の方程式」の2箇所である。

本論で扱っk曲線でこの著に取り上げられているものを次に列記する。

楕円の三山線の例　　　　　くアステロイド〉

双曲線関数cosh　xのグラフ〈懸垂線〉

伸閣線・縮二線の例（媒介変数）

　　　　　　　　　　　　　〈サイクロイド〉

護grdanes線

Pea　noの曲線

曲線の長さ　　　　　　　　くレムニスケート〉

神開線の例　　　　　　　　〈円の伸二線〉

曲線の追跡の溺　　　　　　くデカルトの葉線〉

特異点で尖点をもつ倒　　　く享立方放物線〉

’’

　r微分幾何講穂刈四三二著1至文堂

p83

p195

p82

p32

p468

p136，i93

p83

p3il

p3k3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1965年第1版発行

具体樹として出ている曲線は次のようにわずかしかない、

　第2章　曲線の幾何

　§L曲線の表わし方　　くサイクttイド〉

　§3．曲線の長さ　　　　くアステロイド〉

　§9．平面曲線の性質　　くサdクtuイド、懸垂線〉

　§10．平面曲線の大域的な性質　　く対数螺線〉



＠　calculus　with　analytic　geo”teSry　：HeWARD　ANTON，　WILEY’　i984

　アメリカの大学で広く使用されているテキストで、この本は18の各章から

成り全部で1108ページにもおよぶ厚いものである。カラー（青色）塗りでま

た図も多い。その中で、第13章「極座標Sで多く曲線を主に練習問題でとり

上げている。

以下、それを列記する。

〈ばら曲線〉

〈双曲らぜん〉

〈対数らせん〉

〈カッパ曲線〉

〈放物らせん〉

〈リマソン〉

〈カージオイド〉

〈レムニスケー｝〉

〈アルキメデスのらせん〉

＜シツソイF＞

グラフ（例題）

グラフ（練習〉

グラフ（練習〉

グラフ（練習）

グラフ（練習〉

極座標と媒介変数の方程式

極座標と媒介変数の方程式

極座標と媒介変elk　ew方程式

極座標と媒介変数の方程式

グラフ（練習）

〈ニコメデスの獄ンコイ鮮〉グラフ（練習）

〈サイクロイド〉　　　　　最恵降下鋤

く内サイク嶽イざ〉　　　　媒介変数の方程式の説萌

⑤轄醜C肱US酬⑪ANA9．　YT　IC耀駐0総TRV』（Third　Edltion）

　　　　　　　Sherman　K・Ste　l　R　1982　Mc　Graw－Kili　Book　Comgeany

この本では、第9章（全部で11章で1026ページ）から成り立っている。

　9章　平面曲線と極座標

§9．1極座標

　くカージオイド〉，〈三葉線〉〈四葉線〉（ばら曲線）

§9．2極座標の面積

　　r謬cos4θ

§9．3媒介変数表示



〈サイクロイド〉

練習問題　一く内サイクロイドの式〉

　　　　　　〈アステロイド〉

　　　　　　〈外サイクロイドの式〉

§9．4曲線の弧長と速度

§9．5回転の表面積

§9．6直線となす角

§9．マ乱国導関数と曲率

〈SJ＞　calcults＄　geart　1　〈”1’he　calcttSus　of　ope　variakle）

　　　　　　　　　S－巨編劔L儲。＄s膿1、　　　Ac麟欄lc　Pres＄置981

この本は、第璽4章く全部で667ベージ）と：付録6つと練習問題の解答〈全部

竃1鱒ページ）から成ゆ立っている、

その中でいろいろな曲線は、第9章にある。構成は下記の通りである．

§9i．1　極座標系

§亘L2　極座標のグラフ

§IS．3　極方程式のグラフの交点

§21，4　導関数と接線

§1L5　極座標での面積

取り扱われている曲線名だけ挙げておく。

　〈カー1ジオイド〉

　〈シツソイド〉

　〈コンコイド〉

　〈アルキメデスのらせん〉

　〈ばら曲線〉

　くし’ムニスケート〉

　〈リマソン〉

一奪碁・



　以上のことより次のことに気づく。

（i）日本の書物では、接線や曲線の長さの計算例としてわずかに上記のような

　　曲線を取り扱っているにすぎない。ま拒、極座標は章としては設定してい

　　ない。

（ll）全般的に日本の微積分に関する書物は、曲線についての章は考えないが、

　　藤原松三郎のr微分学」のようにいくつかの曲線の性質をもとにし炬問題

　　を演習として挙げているのもある。

（皿）アメリカの書物では、『平面曲線と極座標」の章でいろいろな曲線を取り

　　上げている。他のところでは殆んど出てこない．

　微積分学書を考察中、曲線の’“’e定義」eが，誌代によ噂話っているように思え

簸．以下、鋳代と共に曲線の定義についてどのように変化し驚かを調べてみた、

（ア〉　右代ギリシャ

　麟線凝幾何学的作図によってで毒施点の軌跡と定義》拒、

（イ）　潅世（墨7世紀頃）

　鵡線の概念に叛いて共通の定義を持ってい蹴かっだ。　（そのような定義の必

要性も感じていない。）なぜなら藤線をはっ嚢難という方法がゐくさんあっ距

から、たとえば、曲線上の各々の点が，、どのように構成されるか指示すること

ができたし．曲線を描くことができる機械を記述することができ炬し、座標導

入によって曲線の方程式をあ澄えることができだ。

その頃フェルマやデカルトの新しい解析幾何学によって代数的演算だけを含む

ような代数曲線とそれ以外の超越曲線に分類されるようになつだ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（［4］参照）



〈ウ）19世紀頃

　　フロリアン・カジョリ：「数学史」に”曲線の定義”を引用する。

　　カントルの創意になる点集合論は曲線論や容量の意識の上に新しい考え

　　を生Uk。曲線とは何か？　カミa・ジHルダンは彼の著Cours　d’ana

　　lyes　（解析学講義）の中で試案として「連続曲線」を定義しだ。

　　W．H。ヤングとグレイス・チスホーム・ヤングはその著　Theory　of

　　Se七sof　Poin七s　1906，　p222（点集合論）の中で「ジョルダン曲線』を

　　1つの直線の閉線分の点（a，z）と連続な（1，1）対応をもtaらす

　　平面点集合と定義している。円は、iつのジョルダン曲線である、ジ資

　　雁ダンは1つの曲線はaつの空虚をことごとく充たすことができるかと

　　いう疑問を発し赴。

　　ペアノ（Pe蹴のはこ轟に対してr連続懸線」ならそれはできると答え，

　　乱国，離麟1鎌．獅L36面諭0に彼の主張を確認する灘めvいわゆ愚む空

　　間を発幽す曲線」　（ギベアノ曲線』）を作図して見せ海。彼の作図法は

　　出来疑ろいろ獄やの方で修正されだ。これらのうち巖：も有名なのは翼．

　　蘇．ムアとD。ヒルベルトの創意にかかる．豊916年ペンシルベニア大学

　　油壷．L。ムアは連続懸線上のずべての硬直は，どんなに波状になって

　　もその曲線と全く合致ずる単…の弧で結ばれることはできない。曲線と

　　いう絹漉を蓋つの範囲に適用きれることを認めようとする限嬢，われわ

　　れの経験的概念から逸脱することが望ましくないように患わ轟る故，麟

　　線の一層慶嘉され数定義が必要になってくる。C．ジ灘ルダンは曲線X

　　濃ψ（も〉およびy瓢ψ（s＞は変域a≦£≦bにおいて2重点を待だない

　　ことを要求し炬eシX一ンフリースは曲線を領域の限界と見なした。

　　0．ヴxブレンはこれを位数と線型連続という用語でこれを定義してい

　　る。W．　H。ヤングとグレイス・C・ヤングはその著Theory⑪f　Se七s

　　⑪fPoints　（点集合論）において，平面上いたるところ稠密（dense）でな

　　くそれ以外の制限をも炬ないが，しかしそれはジョルダン曲線の弧の網

　　翼から成っているような平面点集合のような曲線を定義している。

　　別の前代未聞の曲線は，関数概念の一般化の成果として創造されだe次

　　式によって表された連続関数は曲線上の何れの点でも接線をも由ないこ



とがワイヤシュトラウスによって示された：　：y＝Σ：bncos冗（ansc）

ここにaは偶数で＞1，bは実正数でく1，同時にabはある限界以

上であるeわれわれはここで連続関数であって全然導開数をも滝ないと

いう驚くべき現象に直面しtaのである。1881年クリスチャン・ウィーナ

ーが説明しだように，この曲線はどの有限変域を取ってもこの中で無数

の振動をする。直観的により簡単な曲線を考案しだのは、1904年ストッ

クホルム大学のフォン。コッホ（v．K◎ch）で（Acta　Math．，　Vol．30，1906，

p．145）

これは劔等幾何学で作図きれる艶線であt一ゴC“　．連続ではあるが何れの点

でも接線をもだ癒い、その点のうち弼れか黛点の問の弧の長さは無限大

である。こ：の曲線は解析的には表示きれてい驚が、ウ“f一ン大学のルヴ

ィッヒ・ボルツマン（総贋～欝総）のいわゆる9曲線に対して，かような

表現はまだ発見されていなかっSa（甑痴議n餓len　VO9．50，笠898）

これは連続ではある越接線はない。上の図はその作図法を示している。

斌ルツマンは気体論の諸定理をまのあだ駅こ見えるようllする撫めに

これを用いた。

Eiira　：　A　NISTORY　OF　MATHEMATiCS　：　FLORIAN　（］IAroRl，　CHELSEA　p　tt，25一一326
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補章 櫨寸録

　本論を書くのに常に参照しk書は、

　　i1ックウッド　「カーブ』，松井政太郎訳

　　佐藤孟春　　　　　rいろいろな曲線と曲面」

である。もちろん　これらの書は、本論で塵室上げてない曲線も含むが、・一一h善

本論文が第5章。第6章で考察したようなことはこれらの書にはない。

　全体を通硲、曲線名は、標準的騒ものを探し、漢字でのなV，みが薄ければ、

カタカナ書きにし歳。英語名は「曲線の名前一覧」に群記しk、この一覧は本

論文のr索強』　（付録の最後に記す）を兼ねる。ま海。各々の曲線について参

考になるような：事項が書いてある文献もここに記しておい薦．このような作業

は、簗8章灘対曜作業などと共にかな騨毒問韓かかっ彪ところで、それ敏に筆

・巻にとっていろいろと勉強になつお。弛に、本：文にくみ込め難かっだこともあ

・って、その一一部を参考資料とレて、　ギ繭線研究の略年表」に、古い方から覇線

名を揚げて、記しk。これらは、いわば2次資料によるものでいろいろ不備な

ものであろうが、これからの勉強、調査によって内容を増やし。より完全なも

のを作り炬いと考えているQ



§■．曲線の名前一覧表

　　〔注。☆，＊，◇，★，●，＠はp105の参照文献を示す〕

亙．アステロイド（asteroid⑪r　astroiの　別名．星芒形（p　8を参照）

　4個の尖点（eStsp）をもつ内サイクロイド（hypocycleid）　曲線

　ヨハン・ベルヌーイ（1667－1748）が、考察する。

　◇1838年に。アステロイドという名称はようやくウィーンで発行された

　　本にのってbる程度であった。その後も、”キ　n一ボサイクロイド”

　　”パラサイクロイド”，，，四つの尖点をもつ曲線”などといろいろな

　　名称が遍いられなゆ

　　還鮮3＋：r　2f3　：鍵薄という方程式は、皐くも1715年にライプニッツの

　　手紙に書かれゐ．　（三五）

黛．アーネシイ灘ウfツチ（編も〔爵瞬ず姦暮醗＄1）　　（ge豊8参照）

　☆アーネシイ（17鰺一隻？鶉）はイタリアBoloRv．　aの女流数学考

　窯その図形が魔女の継子に似ているところがら名づけられる。

　　17埋8年魏llaftOの甑寝．《織eslによって発見きれた。　（鑑2難軽23）

3．アルキメデス｛融累線（擬凶謙畷es）アルキ．ズデ1ス（認7一議2㌫c。）　（静5）

　●別名．正匝線．　螺線は、半直線がその端点鵜まわりに等角速度をもって

　　醐転ずると憲、その直線上を端点から出発して等速度で進む点の軌跡とし

　　て考えられ距もので．アルキメデス〈紀元前7＿97頃受鴛〉によって深い研

　　究がおこなわれたe

4．オイラーの螺線く卵ir編む雷EIA　er）オイラー（1．TO7－178：）　〈P麓6参照）

　　別名．クII！ソイド（a／otheiの，　：EルニX一（Co　rnu）の螺線

es：．ヵージォSド（car禰olの　別名．心臓形　　リマソンの一種（p　7参照）

　☆語源はギリシア語。καρδeα（生命の座心臓）

　◇カージオイド（心臓形）という名前は、ド。カスデロンが1741年の

　　王立協会会報で初めて使う。

　　この曲線の長さは、1798年　ラ・イールが発見し炬。

一1軋1凌．》



6．カッシニの卵形線（⑪va1⑪f　Cassinl）　（p　19を参照）

☆カッシニ（i625－1712）　フランスの天文学者

　　カッシニの法則（1693年）一月の自転について一

　特別なものにレムニスケートがある。

7。カテナリー（catenary）別名．懸垂線，懸鎖線，垂曲線　（p　20を参照）

＠Jacob　Bemo“lliによって発見され数（1690年）トラクトリックスの縮閉線

8。クオドラ卦リックス〈quaCtratrix＞別名．円積曲線　（p　5を参照）

　9ippias　of　Egise　469．B．c．頃

　O円積線く軸鋸撒も口ce＞は、ヒッピアス（紀元前4世紀）が最初に考え海

　　と言わ為るもので、円の半径ABが等角速度姦もってx直角蔭け園転して

　　ADの位置に達する問に。線分BCが等角度をもって岡導ADの位置まで

　平行移動すると：き、両者の交点によって作られる曲線BFGである。

　　AG　：2AB／πとなるところから、円の求積を可能にするものと見られて

　tet，ragonizousa（求積線）と呼ばれ、ラチン語饗はqllaCt　ratr　i　，xと訳されk。

（図）
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9。ケーリーの6次曲線（Cayley）　（p　46を参照）

　　ケーリー（1821－1891）

　　カージオイドの論点における垂足曲線

一蓋（｝！一’



10．サイクロイド（cyclold）別名．擬線　（p　7を参照）

　☆語源はギリシア語。κeσσOS（蔦）

　　cissoidは「蔦のような」、「蔦状のもの」の意でこの曲線の特異点の

　　近傍の形が、蔦の葉の切れ込みに似ているところがらきている。

　　古い邦訳名は「蔓葉線」

　◇ガリレオは、サイクロイドと回転鏡との面積の比がx：1になると予想。

　　正確な面積は、ガリレオの弟子、トリチxリが発見。

　　その後、　フエルマー一（Fer慣麟．1601　・・　1665）、ロベルバール（R◎berva｝．

　　1602－1675）、デカル｝（Descartes．1596－1650）も別個に、この面積を

　　計算し海。lliベルバールとクリストファeレンは弧の長さを計算しだQ

　　焔58年、パスカルがル｝レッ｝（フランスでの名称）（ガリレオは

　　多分管イク藏イドと呼んだであろう）に関ずる数種の問題の解法に賞金な

　　提出し海。

　　ま艶。サイク購イドの等蒔性はホイヘンス（総譜¢櫨諸縫9一三鍵5翼こよ韓

　　晃見吉れ、絡97年に最：鼻輪下線〈ブラツキス桑ク鋸一一ン〉はヨハンdiベル

　　ヌーイ（，io醸離謬emou薯li謹667－17躯）によ轟轟見蕩れだ、

　　ホイヘンスによ肇案出さ：れ遊振子時計は、曲線の縮閉線を使って

　　矯イク鑛ぜドの弧を描か量ることによの、振子に等時性をもだすことがで

　　きるという考え方がもとになっている。だが’。時計を作るさいの機械的な

　　困難きにより、その精度は良くなかっ遊。歯車に使うサイクロイド状の歯

　　車は、すでに17世紀の初期にヂザルグ〈“esarguesc．　．1593－i662＞によ吟提

　　案されている。

　Oサイクロイドの求積は、すでに1636年以前にロベルヴァルによっておこな

　　われたと見られているのであるが、デカルトは、1638年5月27日頃および

　　7月27日にメルセンヌにあてた手紙において、彼自身の解法を述べている。

　　やや複雑ではあるが、興味深い幾何学的解法である。

岬励

‘
ド
嗣

1
噂



11．ストロフォイド（strophoid）　（p　36を参照）

　☆語源はギリシア語．στρeφos（刀帯などの編みひも）

　s七rophoidは、　「編みひも状の線」の意味

　一般のストロフォイド

　斜角のストロフォイド

　直角のストロフォイド：放物線の原点に関する垂足曲線

12．双曲螺線　（hyperb◎lic＄piral）　（p　26を参照）

i3．ディオク　ノスのシツソイド（Diocles　cl総覇のディオクレス〈100㌫C．）

　☆別名．「疾走線」は音を伝えるもの　くp6を参照）

盤。ヂカル撃の正葉線（Fel　ium　of艶sc急醜e＄（9596・・　165e））無菅な参照）

　　葉線　y熱麗一x2ex／3－a憩形で与えられる曲線

　⑨1638年デカルトがメンセンヌにあて拒手紙に始めて見られる曲線

購eデイノス｝ラ拳スのクオドラトリツクス①e瞬⑪S慧a面癖3§猛西熊）

　　鱒　クオFラドノックス　　　軸5を参賊〉

16．ヂルトイド〈無血輔の別名。三尖歯内心線（3－c嫡s嚢轍鞠斡。脚1斜㎡）

　　ギサシア語（融1勧e属，　曲1訟嘘醸辮の　　（P28：を参照）

　◇三角形のシムソン線の包絡線が、三つの全点をもつ澄対称的な曲線である

　　ということは、1856年凱スタイナーにより発見され炬。しばしば、

　　’，スタィナーの内サイクロイド”といわれる。デルトイド（ギリシア文字

　　△に似k形）という名称は一般的なものではない。

　⑨F潮orleyがDegtoidと名づける。

i7。トロコイド（t、rochoiの別名．余擬線　（p　29を参照）

　　ギリシア語（trokh。eid，　round　like　a　whee1）

18．トラクトリックス（tractrix）追跡線の意味．別名．犬線

　　カテナリーの伸開線

（P8を参照）

一1C毒…



19．ニコメデスのコンコイド（Nicomedes　conchoid）琢iS名．螺獅線

　　ニコメデス（180B．C．）　　　　　　　　　　　（P　6を参照）

　☆ギリシア語．κoγxη

　むらさきいがい（二枚員の一種）でconcho　idはそれのような線の意味

　●コンコイド＜Conchoide＞はニコメヂス（紀元前3世紀）が最初に考えた

　　といわれるもので、パップスは4種のコンコイドをあげている、

2e．ネフnイド（nephroid）別名．腎臓形．（p　28を参照）

　二尖点在撮線（2一　ce．s　speci　epicycloiの

　◇18？8年、プロクターによって、二つの先点をもつ外サイクロイドを呼ぶの

　　獄使われ叛9一病後、フリース（監みFr舵撫）は、購導名称を、もっと手

　　の込んだ曲線を呼ふのに衝っだ。

忽。ばら曲線（薄鮪鱒鐸e）　（3葉線，鼻葉線…　　）　痛簾を参照）

窯2．半3次放粉線　くSemi（繍ica葦韓餓蜘里諺）　〈1］1鈴を参照）

　　放物線の縮閉線凝事歌次放物線という　劉名．墨立方放物線

黙。フニX．ルマーの螺線（S爵r絹鐘銘r陥の

　　フエルマーG鎗1一絡65）

24。ベルヌーイの螺線（spirai　oず艶搬蝋lli）ヤコフ㌦ベル業一イ〈擁5㊨

　　ヤコフ㌦ベルヌーーイ（1654－17es．：）　（p滋を参照）

　☆この曲線を最初に認識し炬のはデカルトで、彼はこれをメルセンヌあての

　　1638年の手紙に論じている。ヤコブ・ベルヌーイは、この曲線にぞっこん

　　惚れ込み、自分の墓石（スイスのバーゼルにある大寺院にある）に、

　　肱de鵬mutata　resurg◎と彫らせるまでになった．

　　この言葉（E。T。ベルはこれを「いくら変っても、同じように立ち上が

　　る」と訳している。）は、対数螺線が回転拡大によって自分自身に移るさ

　　まをまざまざと表している。いいかえると、どんな拡大に対してもそれと

　　同じ効果をもつ回転があり．逆に任意の回転と同U効果をもつ拡大がある。

　　別名。等角螺線，対数螺線　　注）螺線を渦線ともいう

一豊軽鵡一



25．ベルヌーイのレムニスケート（le隙isc錨e）　別名．連珠形（p　9：を参照）

26．マクローリンの3等分曲線（Maclaurin’s　tri＄ectrix）（p　l8を参照）

　　マクローリン（1698－1746）イギllスの数学者

27。リチュウス（Lltuus）別名。オイラーの螺線

　　語源．曲がった柄のついkつえ

（P　27　を参照）

28．リマソン（墓imacon＞別名．蝸牛線，原義Sftail（か海つむむ）（p9を参照）

　◇巨ベルバールは、絡30年から1磁O年にかけて、二つ以上の同蒔におこる

　　運動の終結式によってできる曲線を考えることによってtS切線を引く方法

　　を発展回せた．彼が。］vパスカル浅く繊＄翰1。露23一絡鍛）のりマソン，と

　　よんだe円のコン慧イFがある、この麟線は、デエーラーによってかかれ

　　撫が、この賄線に名前はつけなかっ旋。これは、欝％奪に出版された

　　艶筏緬d蕪鞭劔鱗1鷺薦r鏑㊧舘礁ご撃ζこのっている“

　＠円。の内鍵に一点蟹のこの円に醸する垂足曲線を楕円的蝸牛形曲線

　　く離1鱈icl撫㌶磯）と1も残、、魑が円磐にあると嚢は、双独的蝸牛形麟線

　　く鞠鵜晦く｝li¢li無心ののといい、Mが円周上にあるときは心臓形（c解由朝の

　　と名づけるe

参照文献　☆

　　　　　＊

　　　　　b

　　　　　ft

　　　　　e

　　　　　＠

坂井　忠次；グラフと追跡，農業館，1975

新町秘大辞典，研究社　第5版，198◎

nックウッド，松井政太郎訳：カーブ，みすず書房，1964

コクセター，銀林　浩訳：幾何学入門，明治図書，互965

DeCftrte，原　亨吉訳：デカルト著作集1，自水社，　ig73

小林　幹雄：複素数の幾何学，共立出版，1966

鍔
転豊



§2．いろいろな曲線の長さ，面積，、表面積，体積

（1）いろいろな曲線の長さ

1．サイクロイド

2．：カージオイド

3。アステロイド

4。外サイクほイド　（外擬線）

5、円の伸白線

6。カデす複心　　　　（懸垂線＞

7．峯うクいノックス（追跡線〉

歌．島ムニスケー塾　く連珠形）

9、アルキズデスの螺線

鐙、対数螺線

鷲．ばら憩線

茎2．£鍵1奪yの馨次曲線

93．楕円

鱗。楕縮の毎歳緑

瓢．放物線

（2）いろいろな曲線の面積

1、サイクロイド

2．カージオイド

3。リマソン

4。アステロイド

5．恥lcンcl◎ldと円

6．レムニスケート

7．デカル1・の飼葉線

3。ばら麹線

麟。構円

臆．楕円と垂足曲線

鷲．放物線と縮闘線〈半3次放物線〉

〈3）いろいろ獄心線の繧転体の表誕積く愚）いろいろな懸線の籔転体の体積

1．サイク猿イF　　　　　　　　　　嚢

慧。カージオイド　　　　　　　　　黛

3．デル築イド　　　　　　　　　　3

4．アステロイド　　　　　　　　　4

5．カテナリー　　　　　　　　　　　5

6。トラク1・リックス　　　　　　　　6

7。レムニスケート

．サ㌧イク曝イド

．カージオイド

eアスチ獄イド

、カテナリー一

。トラクトリックス

．レムニスケート

一玉G』…



（1）いろいろな曲線の長さ

①　サイクロイド

　x　一一一　a（e　一一　si　lte）

　．v’　：a（1　一一　cose）

（0≦θ≦2冗）のとき

￥

o 2疋

s＝S2．rc““一一（detx7Eti－Efmot＋d／d　e）2’ci　e

＝∫㌘42島窯（董一。磁θ）齢

慧9rk
　　　　　　（£鷲勝勲1参照）

②　 カージオイド

　r仙味（亙回心⑪＄8）　〈奪姦δ藁慧駕）憩とき

　＄綴藷意》雁でFT…7譲β

　　鷺馨旙義て夢F三囲葦）．£iff

　　濫藝a

　　　　　　　　　（薦量7羅　鰹篁22’参照）

e

穐
．

　　x2a

③　アステ1コイド

　x＝＆c◎s3　ff　（9≦δ≦2鴛）のと嚢

　y山守＄i　rt　3　e

s　：　SiX　i，f｛ilMi17ii｛｝TiR－Er；EZI｛iMi－1　d　e

　＝　6a

　　　　　　　　（［37］P122参照）

3

a

鴨a

o 軌

のq

て

一一．

@g　cti」　“i”’　一”



④外サイクロイド（外擶線）

　x＝（a　’＋　b）ces　O　一一　b　cos（a＋b／b）e

　y＝（a十b）sine－bsin（a十b／b）O

のt＝0からも薇2πb魚までの長さ

　（dx／dの2÷（dy／dθ）2＝4（a＋b）2sin2（aO／2b）

　　　　　　　2rcb　s　＝2（a　＋　b）　STs　i　n（a　e　／2　ts）d　e

　　　　　　　o
　　聯8b（＆十b）／蕊

　　　　　　　　　　　　く£12］p347参照）

｝

o

㊧　鍔のぜ申幾線

．eT　ex轟くi．Ll（購誉牽δsi麹9）　〈｛｝誕鐙韮澱寛）韓と嚢

y識戯く＄睡｛i｝一一3く〕の＄R一）

義翼！縫Ei）繍翁8£｛）＄3

臨～〆越拶灘轟δ＄泌6

＄瑠ぎ苧轟尋1：1ξ1

　：：’L，，繍鴛

　　　　　　　　　　　（［k7窪茎）捻婁参照）

．筏

3

⑥　懸垂線（カテナリー〉

y雲批／2脅（e訂翁十柱一xfa＞　〈勘〉⑪，　o≦x≦b＞

s＝ぎ14璽＋（ゾ）2．dx

　＝∫11／2・（e訂繍帳e一：｛ノa）dx

　　：一翫ノ2φ（eb／a－e…わノa）

o

　　　ゴド　ビ
｛玉　ミメ亀」脚弘」



⑦　追跡線（トラクトリックス）

　x→一　へ伊㎜一一一y2　＝alo9｛（a→一　へia」2一一y2）／y｝

の二点（X1，Yl）（X2，y2）（｛淫し

　dx／dy＝一　pmy　／y

　1十（dx／dy）2＝＆2／y2

　s：∫廓4騨dy
　　霊＆lo菖（yl／y2）

⑧レムニスケート〈連珠形）

r芝総2轟楚獣妻s慧ξ1　〈為＞1｝）（《）懇β蓋≦窯寛）

s畿踵ぎ，ぜ洋一出てf1泊了「り写7蓑8

　　　ア　鴬喋刃丁｛，だ爲／繭窃醜3

　　　　ハみ
　瀧塁，翁，鷲！／”i蔓一一（＄睡2δ／2）纏8

）問の長さ 誓

o

ひ

。

藩

X

⑨　アルキメデヌの螺線

？1・翻ξ法6　〈o≦；θ；≦撹）

s㍊ぎ露ぜ蕊簗歩運“ギ欝齢

　：一一＝翌／》a，〈Mず窮2再÷玉／2・alOl（a÷ずどゼ鐸了）

　　　　　　　　　　　　　　（［夏7］P122参賦）

愈　対数螺線

r鵠ae @〈＆＞1，一〇◎＜θ≦o）

ビ謹a．θ1◎ga

　　　ゆS　＝＝　∫＿ρo　　　r2十（r　，　）2　〔当θ

弩

奪 記

篇　 k十（10ga）2／1egk

（　［亘7］　p122　参員蛋）

一一 ｣毒乱ポ…一



⑪　ばら曲線

r　＝　asinO

　　　n

（os　egn）

s＝2∫て
　　　e

　：a簿

a2sin2e十a2cos2e　de

（［17］．P124参照）

弩

、

κ
’ 獣’ 、

’
，
’
」

、
、

＼、　、殉融

ノ
σ
’

⑫C　ayleyの6次曲線

rxe鼎cr嚢＄3（L？／3）

展ぐτヲ胴．5ジww轟Ct⑪s2〈（］〆3）

〈豊）｛）釜ff≦箆のとき

＄重畿kぎ”綴｝＄2（θ／3）繍β
　　　　一L
　二÷〈：as＋3轟／皇）h・，

（蓋鼠）鴛護ff≦；3／》㌶嚢）と一＃

鍵讃a，髭㌔o＄翌（δ／3）§δ
　　　　下亨＿

＝吉く口強慧一塁卿勢轟

よって　藷（＄再演s2＞ue〈；1，笈ノ2＞泉

ま藻tS｛き叢6≦霞／2　のと嚢

　　翼／置蓬ff≦箆　　のとき　 ＄4慧（麗／塁）泓

　　　㌶墨ff≦3／2勉駕のとき

　　　s3，　s郵ssは・等差数列をなす・

　　　　　　（£92蕪　P34，7　参照）

＄3謂笠ノ2（笈ノ2幸3轟／勢鵬

＄§瓢Y2（rT．／量一3蕗／農）嵐

h，，s・’”“ww@X

⑬楕円x筐／a芝＋y2／b2器蓋〈a＞o）

x＝昂。韓3　　〈eE　o　g　2　rr）と表せる．｛
y＝bsine
離心率　e＝　a2　一一b2／a　とすれば
s　＝4a　Sg　Jrl一：一：15一“iF｛e　2s’n2　e　de

　　　　　o

　壷叉

一110一一



⑭楕円x2／a2＋y2／b2瓢1の

　　縮閉線（ax）2／3＋（by）2／3＝（＆2－b2）2／3（a＞b＞0）

　　s　：4（a3－b3）／a　b

　　　　　　　　（［15］P115　参照）

⑮　放物線y2慧4px　（p＞⑪）の頂点から，点1（p，2p）までの長さ

　　s：S：PmoL　ge　d　v．

　　　＝｛ね÷log（i十ぜ2＞｝P

｝

費

“” P11“一



（2）いろいろな曲線の面積

①サイクロイドとx軸で囲まれた面積

　x＝a（θ一sinθ）　（o≦θ≦2π）のとき｛
y＝a（1一・一　c。sθ）

　　　ヱなs＝S。a（1一一・c。sθ）aG一・一・　c◎sのCi・e

　＝3πF．2

　　　　　　　　　　（£17］　x）茎亘8　参鐸冥）

②　 カーージオイド

f灘aqや｛1｛綿拶〉　韓蓋鐙慈蒙　？x）

　　　　　　ズs罵黛x豊ノ慧電　r2d＃
　　　　　騨σ
　ua　3ノ量9笈為2

　　　　　　　　　〈£　1．　2］勤33塁＝参照）

③　 琴マソ、ン

r瓢a〈隻÷2“o＄毅）

外側の1　eO　geの面積

s裏罵鷺x1〆鋸書托が（璽＋2纒δ）？一齢

　＝（2π十3溜2）島2

内側の｝oopの面積

S2＝　2×Y2S　a2（1十2cose＞2　de

　　＝（x　一一3　ts／2）　a　2

　　　　　　　　（［12］i）33窪参照）

一112“



④　アステロ・イド

　x＝a　cos3　e　（0≦θ≦2π）のとき｛y＿，1，、θ．

　　　　エ　S＝4∫lasi　n3　e　・3a　COS2　e　sinθde

　　＝＝3／8．πa2

　　　　　　　　　（［12コρ330参照）

⑤1瀬cycl◎ldの1弧と定円の周とで囲まれる部静

（髭me（編牽b）ee＄　“一b　cgs（a÷kコ／b＞8
‘

乳y：sc〈＆十b）＄纏3一わ＄撫（＆壱／）／b）＃

　OABCOの面積
　　　　　　　鍵　　s”．璽＝三ノ勲5e’（x噌y廻拶一一y・縄．x’　f’　li　ff）軽β

　　　　　　　ゆ
　　　濃調蝕（＆2－F　ha　b牽羅iG7裳）／畠

吻，，

e“一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　普
　扇彩OA亙｝cOの面積

　　＄慶獺lx蕊．む

　求める藤積は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Li
　　＄瓢s震一＄艶繍1］1わ2（3蕊÷tb＞／轟

　　嚢y鋒ocyc　l◎i〔1の場合13；・、pわの代りに1一めとお誓、て得られる。

　　　　　　　　　（難誠沿3農○参照）

⑥レムニスケート

　r2＝　2　a　2　c　o　s　2　e　（a＞O＞　（＃i〈isi　S　S－2rr）

　s　一一　4x　y2．　s3　r2　dg

　　＝2a2　S｝　cos2　e　ci　e

　　業＆2

　　　　　　　　　（［17コPl18参懸）

6卜ρ’6P

c／e

｝…　､齢

一h@1　13　mm



⑦　デカルトの正葉線

　x3十y3－3a，xyニ＝　0　　 （a＞0）

　（i）自闘線の面積

　　　　　　エ　　s；，　：1／2・∫lr2dθ

　　　＝3／2・a，2

　〈鮭）漸近線との問の面積

　　s　：3／2e＆2
　　£
　　　　（［17叢欝118参照〉

⑧　ばら曲線

　gr　x　as融ltl　ffの茎つの嘗闘線

　　　　　エ　欝聯皇！》ぎ脇μ齢

　　麟π轟空／触

　　　　（難震．？．）33逢参照）

　　楕鍔　xtt｝／魏登÷y2／b盤階蓋

　s畷∫。b／驚解マ「dx

　　罵編簿寛

　　　　〈護亘鷲盤慧？参照〉

⑩楕円x2／a2＋y2／b2綴玉の中心に関する垂足曲線

　　垂足曲線の方程式は

　　　（x2十y2＞2：＆2x2十b2y2

　　極座標で表すと

　　　　r2雛a2c◎s2θ十b2sin2G
　　　　　　　　エ　　S翻4×1／2・∫lr2dδ

　　　＝＝π（a2十b2）／2

　　　　（［12］p336参照）

一一一
@1　i　4　一一一



⑫放物線V．　2　＝4pxとその縮闘線27py2＝4（x－2p）3との問の部分

　S＝352ヘノ五／15●　p2

　　　　（［惣］P336参照）

一115一



　　　　　　　　　（3）いろいろな曲線の回転体の表面積

①サイクロイドが、X軸の回りに回転してできる曲面の表面積

　x＝a（e　一一　sine）　（og　e　s－2rr）のとき　
　y　＝：a〈1－c◎sの

　　　　　ユねア　S＝2x∫　y　j「一r＝F「πdx
　　　　　；π
　　＝＝2？1：∫　　a，（1－c◎sδ）2a，sln（θ／2）£18

　　畿64／3e翼a2

　　　　（［豆2］P　36i参照）

②　カージオイドを原線の回勢に翻転してできる曲面の表面積

　r澱＆〈玉牽cO＄δ＞

　iES識藷驚ぎ　￥総

　　罵慧駕ぎ1噸1評論てδη1薄ワr纏8
　　　　　難
　　鷺3慧ノ5む寛繍2

　　　　〈竃皇擁茎）3§3参照〉

③　デル1・イFがut　x軸の懸ifJに廼転紅ズてで嚢る麟飼面の嚢面積

でxex＆〈蝕cOs　＄一｛）o醗8）
イ
〈yxea〈2sil耀一s輪28）

s噸£1二yπ解醗嘱識ね＋ゾ鰍
　　＝茎28／5・寛a2

　　　　（［12］P362参照〉

④　アステロイドが、X軸の回りに回転してできる曲面の表面積

　x＝＆£os3δ　①≦β≦2π）のとき｛
　y魏aSift3θ

　　　　　エ　S＝＝4rr∫2鼠sift　3θ◎3＆C｛）Sθslftδd8
　　　　　0
　　＝12！5“駕a2

　　　　（［12コP359参照）

一一@1　16一一



⑤　カテナリーが、X軸の回りに回転してできる曲面の表面積

　y＝Y2（ex＋　e－x）　（OgxEx1）

　S＝2n　S：’　：”y　ctx

　　ww一一　it　｛x1十Y4（e2x，　一一　e’2x，　）｝

　　　　（　［12］　P359　参照）

⑥トラクトリックスが、X軸の回りに回転してできる曲面の表面積

　x認al　1。9｛（轟＋　が一y裳）／y｝一騨　〈a＞o）

　s魂鍛溺『y　重＋纏傭）ZL’・惣

　　：二畷謹蕊艶

　　　　（口幽幽26参照〉

⑦　レムニスケー罫な原線の羅難に羅転して鷲糞易懸面の表面積

　f衰器蘭鋳｛》織3

　1s＝4M．鍵く9一　iノ薦）

　　　　〈瓢1壕擾　363参照）

一一
@1　1　7　一一一



　　　　　　　　　（4）いろいろな曲線の回転体の体積

①サイクロイドをX軸の回りに回転してできる立体の体積

sx＝a（e一・i・θ）（◎≦e≦2π）のとき

／y＝a（1鷲。sの

　　　　コにれ　V＝＝π∫。　y2　dx’

　　＝32πa3ぎll　sin6　edθ

　　器5笈2a3

　　　　（瓢1幻蟄356参照〉

②　カージ：オイF』：を療線の擾1難に轡転してできる立体の体積

　f瓢＆q÷c◎＄8）

　v：一丁寛5’／Ly㌫（嶽〆蓑婁）鰯8
　　　　　畠

　　罵8／Ee寛畠3

　　　　く覆9tt］P3tt　7参照）

③　アステStイドをX：軸の躍ξ｝に痘1転し’て’で嚢る立体の体積

／x鞠・㈱3e（幅礁2ののとき
乏y　：asin38

　v罵2π穏y2　dx

　　＝銘32／105．rt＆2

　　　　〈〔17jP125参照〉

④カテナリーをx軸の回りに回転してできる立体の体積

　y＝a／2（exie十e’xfa）　（a＞o，一a≦x≦a）

　V＝2π∫。y2　dx

　　＝二笈a3／40（e2一一e｝2十4）

　　　　（［17コP127参照）

一118一一



⑤5ラクトリックスが、X軸の回りに回転してできる立体の体積

　x＝alog　｛（a＋　JTE－2d＝iy；一　）／y｝　一　Jii－ii＝1“　（a＞e）

　V　“一一”：‘2rr　S，oo　｝．　r　2　d　x

　　＝2／3・πa3

　　　　（　〔隻7］　P126　参照）

⑥レムニスケートを原線の回りに回転してできる立体の体積

　r豊ex臨盆（）os2　e

　直交座標に直すと

　くx盤牽lv”　2）2　：：ft堂（x豊一y芝）

　v麗慧箆∫　y豊越x

　　＝Kai／；｛〃2ず奮・log（曜＋D一豊／麟

　　　　〈臼纏．9）357参照〉
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　　　　　§3。いろいろな曲線の研究者
く古代〉

（ギリシのヒピアス　　　Hippias　　（460　B．C．）角の三等分，円積問題

（キ“｛」シ噛，）ディノストラトス　Deinos七ra　tes（36◎B．C．）クアドラトリックス

（ギVシャ）アルキメデス　Archimedes　（287－212　B．C．）らせん，放物線の面積

（ギllシャ）アポロニウス　Apollonius　〈260－200　B．C．）円錐曲線論

（ギリシャ）ニニ！メデス　　Nlc⑪maeCies　（180　B．C．）コンコイド（B．C．240）

（キ‘“、ijシ？）ディオクレス　Diocles　　　qOO唇．C．）シッソイド

〈近代〉

〈イ列ア）ガリレイ

（ドイツ〉ケプラー

（：：励λ）デザルグ

（万訟）デカルト

Galilei

Kepler

l）礎欝慕ue奪

襲e＄餓r総s

（万ンス）フェルマー　　　Fer　rlia　i，

〈フラン又）嚢ベルバール　　Reberva　i

（フランJK）トリチエリ

（フラ減〉パスカル

（イタリア）カッシニ

（朽ンダ）ホイエンス

了群ric弱li

Pasca　i

縣ss恥i

融y暮e縫s

（イキ“…ノス）　ニコL一　トン　　　　New七⑪n

（ドイツ）　　ライフ。こ二・ソ、ソ　　 LeibniZ

（1564－1鱗2）サイクロイドと円の面積比

（i571一笠630＞　惑星

G5黎3－16龍）内e外サぜク嬢イ事卜

〈筍％畷肪①葉線　　　（量638）

　　　　　対数ら壁ん（x638＞

〈i691一璽665）らせん

（16⑪2－1675）サイク謹イドの弧の長さ

　　　　　平面曲線の接線

（Z608－264？）サイクmeイドの正確な面積

　　　　　平面曲線の接線

（絡23弓862）リマソン

（1625－1712）卵形線（9680）

（鴛2か豊695）半三次方程式

　　　　　サイク1コイドの等時性

　　　　　サイクロイドの伸開線，縮聞線

　　　　　円の伸目線

　　　　　懸i垂線（1651）

（1642一鴛27）三次方程式の一般形

　　　　　内。外サイクロイド

（1642－171　6）　Y　＝　a　X3

　　　　　内・外サイクロイド
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（スィか

（スィ7b

ヤコフ㍉ベルヌーイ

　　　　　jakob．Bernou11

ヨハン・ベルヌーイ

　　　　　johann．Berneul

（フランス）　ド。モアブル　DE　Moivre

（イギ1以）シムソン　　　Sinlson

（灘ットランド）マクローリンMaclaifrin

（スイス）　オイラー　　　Euler

（ドイ分　ガウス　　　　Gauss

（スイス）　スタイナー　　＄もeiner

　　　　　　レムニスケート

●（1654－1705）対数螺線，カテナリー

　　　　　　アステロイド

1（1667－1748）サイクロイドの最速降下線

（i667－1754）確率曲線

（1687－1768）デルトイド

（1698－1746）三等分曲線

〈1707　・・　1783）らせん（クロソイド）

（1777－1855）　曲率

（1796　・・　i863）シムソン線の包絡線がヂルトイド

　　　　　であることを発見（1856＞

（参考文献）フ涯藷タニカ国際大百科事典

　　　　　数学セミナー12一㌣隻（憩0人の数学者〉，日本評論凝，9971

　　　　　智遜至康：幾何学大辞典鮎櫨書店，ig8？．
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　　　　　　　S4．
＜古代の曲線＞

B．C　330＊クオドラトリ・ソクス

B．C　250＊アルキメデスの螺線

B．C　24⑪　＊二二ンコイド

B．CioO＊シツソイド

＜近代の曲線＞

　1590＊サイクロイド

曲線研究の略年表

163e　フエルマーの螺線

雛3＄　対数螺線

i638　正忌線

懲4蓉＊彗マソン

絡6参　円の伸開線

墨66e　半3次放物線

量689寒レムニヌケー｝

　　　　（カッシニの卵形線）

1．　69C）零カテナリー一

語鶉　　撃ラクトリツクス

9708＊カーージオイド

1715＊：アステロイド

1728

1？30

1733

1750

1819

i850

1856

1878

（ディノストラトス）

〈アルキメデス）

（ニコメデス）

（ディオクレス）

（ガリレイ）（ロベルバール）（トリチエリ）

（ホイヘンス）（ヨハンゆベルヌーイ〉

（フエルマー）

（デカル5＞

〈パスカル）

（ホイヘンス）

（ホイヘンス〉

〈ヤ謡ブ・ベルヌーイ）

（ヤ捻フ㌦ベルヌーイ）

（ヤコフ㌦ベルヌーin一．イ）

〈ドeカステロンが長さを発見）

（ヨハン・ベルヌーイ）

マクローリンの3等分曲線（マク巨一リン）

オイラーの螺線　　　　　（オイラー）

正規曲線（確率曲線〉　　（ド・モアブル）

ウィッチ　　　　　　　（アーネシー）

ストロフォイド　　　　（ケトレー）

ケー一り一一の6次曲線　　（ケーリー）

デルトイド　　　　　　　（スタイナー）

ネフロイド　　　　　　（プロクター）

（注。零は、第1章の§2で取¢上げた曲線）
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3．アステロイド （直線群〉 （図P33）

0
0
◎
◎
0
0
0
0
0
⑪
0
0
⑪
0
0
⑪
蔭
O
Φ

0
1
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蓮
5
6
7
8

1
1
1
1
1
1
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1
1
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慧
2
皇
薫
薫
窯
2

SCREEN　3：CONSOLE　O，25，0，1：CLS　3
し置醤E（10，200）一（60◎，200）

LlNE〈3eO，10）一一（30e，380）

FOR　×＝180　TO　O　STEP　一3
Y　：SQR（180＊180一　X＊×　）
L　1　NE（　30e＋　x，200）　一一　（300，　200一　y）

NEXT　X
FOR　X＝O　Tg180　STEP　3
YtSQR（18e＊18e　一一一＝　×＊×）

1．　1　NE（300　一一一　x，200）一　（30e，　f“）og一　v’　）

製EXT　X
FOIミ　X＝＝180　T｛〕　O　ST薮：ぎ｝　一th　3

Y　・SQR（豊80毅80－x求x）

L醜（300－X，2◎0）一（3GO，勲O肝y）

認x穿x
ド醸x　：ij7（ll．．雛＄鷺P：睾

ヤ．濃s鰍（鱈纏嬢蓼一x額＞
L　1　NE（30G＋　1．　／．　’20g＞　nv　〈3CO，　2＃｛｝e　rmi・”a　V　〉．

総XマX

爆ぜデル｝イF 〈直線群〉 （湿原3慧）
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5．・ヂノレトイド （直線群） 〈図P　34）

100　S（）REEN　3：CONSOLE　O，25，0，1：CLS　3

110　Pi＝：3．14159
120　bEF　FNFX（C）：：COS（（1－2＊C／180）＊Pl）＊50

130　DEF　FNFV（C）　：SlN（（1－L＊C／180）＊PI）＊50

140　DEF　FNN＞（〈C）＝COS（C／18e＊PD＊5S

150　DEF　FN属Y（C）＝＝SlN（C／180＊Pl）＊50

160　DEF　FNX（C）＝COS（C／360＊Pl）＊leeO
1？’O．　DEI？　F．NY〈C＞＝SIN（C！360＊P　l）＊1eOO

璽8◎　C畳1ミCしE（300，200），50

i90　FOR　C＝O　TO・　360　S’liEP　5
t“｝　oe・　・L　i　NE（　30e十　FN　F’　x（o　，200　一一一　FN　F’y〈o）　一一一　（3ee　十　FN　N×（o　，　20e　一一一”　FNN　，ys（t．r））

21e　NEXT　C
220　CIRCLE（30g，2eg），50
2，f　O　F〔瀦ミ　C濃＝0．　TO　360　STE督）　5

1．？．40

2．50

260
窪鱒

k，8e

2鶉総xτ（
3紛£裾

裏璽慧300＋FN照⇔＋蹴（C＞
￥i　＝：　L）ee　一一一　FNNxs’　〈．o＋　FNv〈（：．　〉

稔蹴鐙併鋼NX（⇔一FVN＞（〈f：）

Y2瓢200－F獺y〈（：レ禰v〈⇔
も縄（x箋溺）一（x島y窯）
　　　j

蓋．力岨ジオ・イド （円盤） 〈図酪5＞

盈鵜駕雛雛31£雛so繊。，鮨轟隻1駕s　3
藍蝋Ll瞭20e，2㈱一（5◎o識oo）
i20　LINE（4ge，le＞一（4gO，380＞
1．　30　〈1　i　RCLE〈40g，　2Ce＞　，5e

隻塁。．幹．睡3護羅1．脇

・gse　FsR　c’　一一一s：o　rre　sgo　s’vEp　2

璽60　　　X醤　．　50零（コOS（C／50零Pi＞→一40◎

i70　v　：一so＊siN（c／se＊pD＋2eo
1　80　R　＝　SQR〈　（X　一一　450）　”’2十　（￥　一　2eO＞　n　Lt　）

190　CIRCLE（X，’Y），R

200総x7ぐ
21e　END
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2．ネフロイド （円群）　　　　（図P35）

10e
liO

120

i30
140
150
160
170
1se
190

SCREEN　3：CCNSOLE　O，25，e，1：CLS　3
し｝NE（300，100）一（300，300＞

ClRCLE〈300，200），1OO

PI＝3．14159
FeR　C＝O　TO　200　STEP　3

x＝　loo＊cos（c／loo＊pi）十300
V＝　一　100＊Sl　N（C／100＊Pl　）十　200

C　i　R（IILE（×，V）　，ABS（X　一一一　30G）

NEXT　C
END

3．レムニスケ・一一ト （円群）　（図P36）
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SCREEN　3：CONSOLE　O，25，0，1：CLS　3
LlNE（50，200）　一　（550，2eO）

LlNE（　30e，　10）　一　（300，　390）

FOR　￥＝　・一　158　TO　158　STEP　2

　　Ye＝3．14159／320＊Y
　　×1　＝　100／COS（YO）

　　V1　＝100＊1”AN（YO）

　　PSET（300十Xl，200－Y1）

　　ClRCLE（300十×1，200－Y1），SQR（×1＊×1十Y1＊Vl）

NEXT　V

FOR　Y　：478　TO　162　STEP　一2

　　Y⑪＝3．14159／320＊V
　　x1　＝　10e／cos（ye）

　　Y1＝　100＊TAN（iVO）

　　PSET（300十　）（　1　，　200　一一t　Y1）

　　ClRCLE（3ee十×1，：“？Oe－Y1），SQR（X1＊X1十Yi＊Nt’1）

NEXT　Y
END
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4．直角ストロフォイド （円群）　（図P36）
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SCREEN　3：CONSOLE　O，25，0，1：（．rLS　3

MNE（O，200）一（639，200）
LINE（100，0）一一（100，399）

FOR　T＝20　TO　O　STEP　一．5
　　×　＝T＊T

　　Y＝　10＊T

　　psE’r（　100十　）〈　，　？一　oo　一　y）

　　CIRCLE（100十×，200－Y），SQR（（25十×）A2十vA2）

NEXT　T
FOR　’1’＝O　TO　20　STEP　．5

　　X＝T零T

　　Y　：10＊T

　　PSET（100十×，200十Y）

　　ClRCLE（100十×，200十V），SQR（（25十〉（〉’”2十￥A2）

NEXT　T
END

5。リマソン （円群）

lOO
liO
120
130
140
150
160
170
i80
190

SCREEN　3：CONSOしE　O，25，0，1：CLS　3
ClRCLEC．）．50，2CO＞，5g

Pl＝3．14159
FOR　C＝e　TO　40
　　×＝　50＊COS（C／20＊1）1）十250

　　V＝一50＊SIN（C／20＊Pl）十200
　　R　：　SQR（（X　一一　150）A2十　〈y一　200）　iL　f“］｝）

　　ClRCLE（×，Y），R

NE）（T　C．l

END
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1。カージオイド （火線） （図P40）

1eo
lle
129
130
140
150
160
170
180
190
200

SCREEN　3：CgNSOLE　O，25，0，1：C．LS　3

ciRcLE（300，200），10e
Fg3R　T　＝一一　9e　TO　90

　　C　＝3．14159／180＊T
　　A　＝　100＊（1　十　COS（2＊C））

　　B＝100＊Slト1（2零C）

　　D　：1000＊（；OS（3＊C）

　　E　＝　1000＊slN（g．　＊cn）

　　L　1　NE（200十　A，200　一　3）　一　（20＃　十　A　t一一　D，200　一一　B十　E）

NEXT　T
END

2．ネフロイド （火線） （図P40）

100
110
120
1g．0

140
150
160

170
180
19e
209
210
220

SCREEN　3：CgNSOLE　O，25，0，1：CLS　3

LINE（100，200）一（soe，20e）
LlNE（30e，50）　一　（300，350）

CIRCLE（300，200），100

Fca　C＝O　Te　360　S’1’EP　5

　　T　＝　3．　14159／　180＊C

　　，x　1　＝　30e　一　10e＊ces（　T）

　　v1＝200　一一　leo＊slN（T）

　　×2　＝300　一一　loo＊ces（T）　十　loco＊cos（2＊T）＊sGN（ces（T））

　　y2＝200　一一　leo＊si　N（T）　十　looe＊s　I　N（2＊’f）＊sGN（cos（rr））

　　LINE（×1，Y1）一（〉（2，￥2）

聡XTC
END
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　　　　　　　　　　　事　　項　　索　　弓1

　　　　　一アーー

アステロイド（星芒形）　aster◎id　　　　　8，29，33，41，47，52ベーージ

ウィッチ　　（迂弛線）　witch　　　　　　　l8

　　　　　一カー

外サイクロイド（外呼線）epicycloid　　　　55

夕暮トロコイド　　　　　 epi七rochoiCi　　　　29

カージオイド（心臓形）　cardi⑪id　　　　　7，27，28，33，35，40，43，46，5i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　55”s－67，97“

角の三等分　　　　　　　繍i＄ec損鋤of鋤郎e　lO

火線　　　　　　　　　　線聡もi心趨rv¢　　　4a

曲率　　　　　　　　　　cur鴨撫ぎ1守　　　　　8c

クオドラ｝リックス（円積線）劇翻撒糠睡総　　　5隷！譲隻

ク1コソイド麟線〈噸オイう一の螺線＞　　　　　2？

ケーり一の6次曲線　　　縣yleゾ＄se×娯。　　46謁9

カテナサt・一m〈懸垂線〉　　撒纐職ry　　　　　　畿

コン雛イド　　　　　　　c輔。轟〔》i罐　　　　　　＄，　ak　X9，27

　　　　　一サー

サイクffイド（擬線）

最速降下線

三次曲線

三等分曲線

　マクロ露量リンの一一一

三葉線

シツソイド（疾走線）

シムソン線

縮閉線

四葉線

cycld趨

brachi＄tochrene

c雛bic

もrisec七rix

◎f　卜肇ac糎aurin

trifolium

cisseid

Simsen’s　1　ine

eVOIUもe

quadrif◎雪iu鵬

7，28，32　，5i，　76　一一　g1　S1

隻◎2

17

13

互8，48

23

6，10，17，27，48

3逢，尋2

50

23
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伸開線

　円の一一

ストロフォイド

　直角一一・

垂足曲線

末葉線

inv◎IU七e

of　circle

strophoid

rl帥も

pedal　curves

folium

50ページ

22

36，48

36

46

17

対数螺線

代数曲線

楕円

超越曲線

直角双曲線

一ター

拳rラク撃リックス（追跡線）も蹴廿i駕

ヂル蒼イド

等角螺線（→対数螺線）

紅叢爲イド（余擬線）

lo3ari楠聯lc＄pir田　　21

algeisraie　｛z／’urveg．　i7

eilipse　g｝9．
もranscencte醜al　c寵號s　2⑪

rec　ta　ng　Ui　ar鞠斡痴。　l翫47

　　　　　　　　　　　g，2i

醜1沁績　　　　　　　量8β慰鰯，69～75，鱗

麟ula籍甲羅r＄函醸　　21

麺駅li鴇i嚢　　　　　　　　鱒

　　　　　一ナー

内サイクロイド

内トロコイド

ネフ1コイド

醇pocyc　lの繍

hypot　rocho　kA

ne帥rold

69

29

2g，3．rv），40，44，5i，63，64

　　　　　一一バー

バラ曲線　　　　　　　　r◎se－cu　rves　　　　　　23，24，47

半三次放物線　　　　　　semi－cu　bi　c　parabola　　19，52，92

ベルヌーイのレムニスケートiemniscate　of　BernQull19

法線　　　　　　　　　　　nor陥1　　　　　　　　　50

放物線　　　　　　　　　paraboia　　　　　　　　48

包絡線　　　　　　　　　envelo碑　　　　　　　　31
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　　　　　一ワー

虫累線　　　　　　　　　　　　　　　spiraヨS

　アルキメデスの一一　　〇fArchimedes

　黄金一一（→対数螺線）

　対数螺線　　　　　　logarithmic　spiral

　等角一L（→対数螺線）equiangular

　フエルマーの一一　　　〇fFermat

卵形線　　　　　　　　　ovals

　カッシニの一一一　　　◎fCass隔

立方体倍積問題

リトース〈一ip一オイラーの螺線＞lituu＄

リマソン（蝸牛線）　　　1繍ac輔

レムニ．スケー一拳　　　　　　le鰍1is｛鳩もき

25ページ

5，14，15，22，25

26

22，26

27

25

19

gg

dmpaicatlgRゆず。漁e　iO

26

繋誼翫懲講7β7～跨護，7

乳19識7β6誰7，繊
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