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黄金長方形とは縦横比が黄金比の長方形のこ

ができ る。 これがいわゆる黄金分割であるが、

と で 、
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この長方形は、 自分自身と相似な長方形と正方形とに分割すること

これを一般化する。 すなわち、 黄金四角形 x とは、 ひとつの線分によっ

て、 自分自身と相似な四角形 x 'およびある図形 Y とに分割できる凸四角形のこ と とする。 本稿の目的は、 黄金四角形の

完全な分類についての結果を示し、 この題材の複素平面 ・ 2 次曲線等に関わる展開を述べるこ とである。 また、

は、 論証を組み入れた数学的活動の素材と しての可能性も有している。 

キーワード : 黄金分割、 一般化、 分類問題
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はじめに

中等教育における数学では、 単なる計算ではな く 数学

の議論の展開、 つまり証明する活動が重要となって く る。 

De Villiers (1990) は、 数学における証明のもつ機能と
して、 命題が真であるこ と を確かめるという 「立証」 の

機能のみがこれまで強調されてきたこ と を批判し、 「立

証」 だけでなく 、 「説明」、 「体系化」、 「発見」、 「 コ ミ ュ

ニケーシ ョ ン」 等の諸機能を挙げ、 証明に関わる数学的

活動を意義深いものと してい く には、 数学の本質と して

の証明の諸機能を顕在化させてい く 必要性を指摘してい

る。 また、 De Villiers (1990) は 「立証」 が特に強調さ
れがちであるこ との背景には、 まず言明が提示されたの

ちに証明を考える、 といった通常の授業における証明の

レオタイ プな扱い方が遠因と してあるこ と も指摘し、

においては、

ち証明によって、

むし

後か

然である と主張してい

では

明が得

、 実際に証明に

ろ、 純粋に演系睾的な推論、 すなわ

ら

る

よ

言明が得られるこ とのほうが自

0

る考察が先に生じ、

られるよう な数学的題材と

があるだろう か。 そのよう なこ と

学部のゼミでは 「黄金四角形」 の

探究を行った。 詳し く は後述する

る分類問題の一種である。 数学に

よ」 といった問題提示がある。 こ

してはどの

を念頭に、

分類という

その後に言

よう なもの

2014年度の
テーマでの

が、 これは数学におけ

おいては 「…を分類せ

れは、 指定された数学

的対象を、指定された分類法 (正確には同値関係) によっ
て探索 ・ 類別し、 その完全代表系を求めよ、 という こ と
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を意味し、

この結果

数学の研究ではよ く 見られる問題である。 例

えば、 「 3 辺の長さが整数であるよう な直角三角形を、
相似なものは同一と して、 すべて列挙せよ」 といったピ

タ ゴラス三角形の問題は典型的である。 こ う した問題に

おいては探究開始時点で、 課題意識や取り組むべき問題

は明らかであるものの、

命題はまだ分からない。 

当然のこ と ながら結果と しての

よ って、

こ とになる。 濱中 (2016) では、
演系睾的推論が先行する

本稿で述べる黄金四角

形の分類を例に挙げ、 証明の 「発見」 機能に焦点を当て

た、 証明活動を組み入れた数学的活動についてその意義

を考察した。 本稿ではその黄金四角形の分類についての

数学的な結果について詳述し、

ての展開を述べる。 

2 . 
い

く知

x は
割す

この

る。 

つの

形 Y 
のこ

割と

黄金四角形

わ

ら 

、
る

ゆる黄金比とは 1 

この題材の数学教材と し

: ( 1 十 5) /2のことだが、 よ
れているよ う に縦横比が黄金比である黄金長方形

黄金長方形に相似な長方形 x ' と正方形 Y 
こ とができ

分割のこ と

すなわち、

線分に

(x ' と
と と し

を

る (図 1 
いうが、

)。 通常、 黄金分割と
これを一般化するこ

(一般化された) 黄金四角形 x 
よって、 図形 x に相似な四角形 x ' 
Y は空ではない ) とに分割可能な
そのよう

よぶこ と にする。 

除去図形とよぶこ とに

教授

と

と

と

とに分

いえば

を考え

は、 1 
ある図

四角形

な分割を (一般化された) 黄金分
また、 その際の図形 Y のこ と を

する。 このよう な定義のもとで、
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全体がX 
図 1 黄金長方形

のよう な問題を考えたい。 

常 友 翔 平 福 井 子

問題 : 黄金四角形を、 相似なものは同一と してすべて求
めよ。

すべて求めよ といっても、 単にひらめきに頼った発見

的探索を行っても、 議論は展開しない。 そこで次のよう

な補題から始める。 すなわち、 仮に凸四角形が黄金四角

形であったとすると何が分かるか、 という思考を展開す

るのである。 これは、 高等学校で学習する必要条件とい

う概念を顕在化させるものでもある。

尚、 以下で四角形 ABCD という とき、 頂点 A,B,C,D 
は四角形の周りに時計回り も し く は反時計回りに順番に

並んでいるものとする。 

補題 1 : 凸四角形 ABCD が黄金四角形であるとき、 次
が成り立つ。

( 1 ) 除去図形は三角形か四角形である。 
( 2 ) 四角形 ABCD の頂点のラベルをう ま く と れば、 除
去図形は辺 AD を含むようにできる。 

( 3 ) このと き、 分割線 EF について、 E と F はそれぞれ

証

辺 AB 上、 CD 上と しても一般性を失わない。 また
除去図形が三角形のと きは、 E= A も し く は F= D 
と なる。 

明 : 黄金四角形 ABCDの分割線 EF について、 E と F 
の両方が四角形の頂点に一致するこ とはあり得ない。 も

し も、 E と F の一方が頂点にあったとすれば、 このと き

四角形 ABc D は三角形と四角形に分割されるから、 除
去図形は三角形となる (図 2 )。 

E 
図 2 除去図形が三角形 (図は不正確) 

また、 E と F のどちらもが頂点と異なると き、 E と F 
が隣り合う辺上にあると分割後は三角形と五角形となり
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矛盾するから、 E と Fは対辺上にある。 このと きは四角

形と四角形に分割されるので、 除去図形が四角形となる

(図3 )。 

適

i 

図 3 除去図形が四角形 (図は不正確) 

また、 上記の考察により 、 四角形 ABCD のラベルを
当に取り換えれば、 E と Fはそれぞれ、 四角形 ABCD 
の対辺 AB と CD上 ( ただし、 除去図形が三角形のとき
は E= A も し く は F= D と して端点も含める ) にあり、
四角形 ABCD が四角形 EFCB と相似 (ただし、 相似に
おける頂点の対応順は不明) と してよいこ とが容易にわ
かる (図4 )。

(証明終わり ) 

D=F 
c 

図 4 頂点のラベル

補題 1 のよう に四角形 ABCD の頂点ラベルを定めると
き、 四角形 ABc D と分割後の四角形 EFCB が適当な頂
点対応により相似となるわけだが、 その際、 相似関係の

向きによって次の定義をお く 。 

定義 1 : 黄金四角形 ABc D において、 分割後の除去図
形を取り除いた四角形と四角形 ABc D が、 同じ向きに
相似であるとき、 すなわち拡大縮小写像と回転 ・ 平行移

動により重ね合わせることができるとき、 四角形 ABc D 
を正の黄金四角形とよぶ。 また、 その相似関係が逆向き

の相似であるとき、 すなわち拡大縮小写像と回転 ・ 平行

移動に加えて、 一回の鏡映写像を合成した写像で重ね合

わせるこ とが出来るとき、 四角形 ABc D を負の黄金四
角形とよぶこ と とする。 

仮に黄金四角形 ABCD が線対称な図形のと きは、 四
角形 ABCD に適当な鏡映写像を行っても不変であるこ
とから、 上記の正 ・ 負の分類は排他的ではない。 つまり、

正かつ負の黄金四角形もあり得る。 (逆に、 そのときは



黄金四角形が線対称という こ とになる) c 

黄金四角形の分類

3 . 負の黄金四角形
まずは、 負の黄金四角形について考察する。 負の黄金

四角形については次が成り立つ。

定理 1 : 四角形が負の黄金四角形であるならば、 除去図
形は四角形であり 、 四角形の頂点を適当に A,B,C,D と
おく とき、 角 A= 角 Cかつ AB≠BCがなりたつ。
証明 : 負の黄金四角形において、 補題 1 のよう に頂点と
分割線の端点に A,B,C,D,E,F と ラベルをつける。 (図 4 
参照)
このとき、 四角形 ABCD と、 分割によって除去図形
を除いた後の四角形 EBCF が相似になるわけだが、 そ
の相似における頂点対応で場合分けを行う。 逆向きの相

似であるこ とから、 頂点対応はつぎの 4 つのみが考えら
れる。

① A,B,C,DがそれぞれF,C,B,E と対応
このと き、 相似によって辺 Bc と辺 c B が対応するこ

とから相似比が 1 : 1 と なってしまい、 除去図形が空と
なり矛后する。

② A,B,C,DがそれぞれC,B,E,F と対応
このとき、 頂点の対応から角 A= 角 c である (図 5 )。 

また、 相似比が 1 ・ 

・ 

1 ではないこ とから、 対応する辺の

比についても AB : CB≠ 1 : 1 となり、 主張に従う。 ま
た、 このとき角 A= 角 C= 角 BEF により、 AD と EFが
平行となるので、 除去図形は四角形となる。 

A 

D l二 

B 

c 

図 5 負の黄金四角形

③ A,B,C,DがそれぞれB,E,F,C と対応
このとき、 相似における頂点の対応から角 A= 角 B、

角 D= 角 C と なるので、 四角形 ABCD は AB と CD が
平行で、 AD= BCの等脚台形となる (図 6 )。 と ころが、
相似関係において辺 AD と Bc が対応するから相似比が
1 となり矛后する。 

A B 

D c 
図 6 矛盾するケース
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④ A,B,C,DがそれぞれE,F,C,B と対応
このとき各点のラベルの A と D、 B と C、 E と F を入

れ替えれば、 ②の場合と一致する。

(証明終わり )
定理 1 は四角形 ABc D が負の黄金四角形となるため

の必要条件を与えている。 よって、 条件を満たす四角形

が常に負の黄金四角形であるこ とは直ちに従わない。 し

かし、 例えば、 適当に角 B をと り 、 AB と BCの長さ を
異なるよう に定め、 角 A= 角 c の大き さ を一つ定めれ
ば、 四角形 ABCD が一つ決定される。 実際、 そのよう
な四角形の例を描いてみれば (図 7 )、 次のよう に発見
的探索では考えにく い負の黄金四角形の例の存在が直観

的には明らかと なる。 

A 
c 

図 7 負の黄金四角形

4 . 正の黄金四角形
次に、 正の黄金図形について考える。 正の黄金四角形

について次が成り立つ。 

定理 2 : 四角形が正の黄金四角形であるとき、 四角形の
頂点を適当に A,B,C,D とおけば、 角 B= 角 C= 角 D で
あり 、 さ らに次のいずれかが成り立つ。

角 A< 90°かつ、 CD2≧AD XBC
角 A= 90°かつ、 CD> BC
角 A> 90°かつ、 AB XCD≧BC2 

証明 : 補題 1 にそって正の黄金四角形の頂点および分割
線の端点に A,B,C,D,E,F と ラベルを定める。 ( 図 4 を参
照)
このと き、 四角形 ABCD と分割後の四角形 EBCF が

相似になるが、 その相似における頂点対応で場合分けを

行う。 同じ向きの相似であるこ とから、 頂点の対応はつ

ぎの 4 通りが考えられる。 

① A,B,C,DがそれぞれE,B,C,F と対応
このときは相似によって辺 Bc が Bc と対応するので、

相似比が 1 となり矛盾。 
② A,B,C,DがそれぞれB,C,F,E と対応
このと き、 A と D、 B と C、 E と F の頂点ラベルを入

れ替えると、 A,B,C,D が F,E,B,C と対応するという④の
場合に帰着される (図 8 )。 



A 

中 裕 明

D 

大 森 慎 悟

図 8 頂点ラベルの入れ替え (図は不正確) 

常 友 翔 平

③ A,B,C,DがそれぞれC,F,E,B と対応
このとき、 頂点の対応により、 角 C= 角 BEF、 角 B= 

角 EFC となるから、 四角形 BCEFが平行四辺形となり、
BC= EF と なる。 と こ ろが、 相似によ って BC と FE が
対応するため、 相似比が 1 と なって、 矛盾する。 

A E 

図 9 矛盾するケース

B 

c 

① A,B,C,DがそれぞれF,E,B,C と対応
このと き、 頂点の対応によって角 D= 角 c = 角 B と

なる。 さ らに角 A の大き さによ って場合分けする。

( a ) 角 A= 90°のとき
このと き、 CD と BC が相似によって対応するから、

相似比を考えて CD> BC である。 なお、 角 A= 90° で
あり、 角 B= 角 C= 角 D より四角形 ABCDは (正方形
ではない) 長方形である。
( b ) 角 A> 90°のとき
このとき、 相似関係における辺の対応から、 Bc : EB= 

CD : BC であり、 また、 AB 上に Eがあるこ とから、
式が従う。

AB=> BE= BC2 / CD 

図10 ∠A> 90° 

B) 
C
 

次
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( c ) 角 A< 90°のとき
このとき、 相似関係における辺の対応から、 CD : Bc = 

AD : CF であり、 また CD上に Fがあるこ とから、 次式
が従う 0

CD≧CF= (AD XBC) / CD
(証明終わり ) 

図11 ∠A< 90° 

定理 2 もまた、 四角形が正の黄金四角形であるための
必要条件を求めた定理であり、 条件を満たせば正の黄金

四角形になるこ とが、 自動的になり たつわけではない。 

しかし、 適当な長さ を選んで作図をしてみれば、 この場

合にも発見的探索では思いつく ことが困難な黄金四角形

の存在が見つかる (図12)。 

B 

c 

図12 正の黄全四角形の例

c 

5 . 黄金四角形となるための十分性
定理 1 や定理 2 により、 発見的探索では見つけるこ と
が困難な黄金四角形の存在が直観的には明らかとなって

く るが、 これはまだ分類問題の完全な答えとはならない。 

定理 1 、 2 は黄金四角形となるための必要条件を与えた
にすぎないからである。 この解決のためには、 黄金四角

形と なるための必要十分条件を与えなければならな 〇 

すなわち、 定理 1 や定理 2 の条件を満たす凸四角形がす
べて黄金四角形と なるのか、 という 思考が必須であり 、

これは黄金四角形となるための十分条件の吟味に他なら

ない。 こ う した考察によ って、 次の定理が得られるこ と

と なる。 

定理 3 : 以下の条件 1 . から 4 . のいずれかを満たす
四角形 ABc D はすべて黄金四角形であり 、 また、 逆に
凸である黄金四角形はこれらのどれかに相似である。 



( 1 ) ∠A= ∠Cかつ AB≠BC
は負の黄金四角形) 

(このと き、

き 、

( 3 )∠B 
四角形 ABCD は正の黄金四角形) 
= ∠C= ∠D< 

き、 四角形 ABCD 

黄金四角形の分類

四角形 ABCD 

( 2 ) ∠B= ∠C= ∠D> ∠Aかつ AD X BC≦CD2 

∠Aかつ AB X CD=> BC2 
は正の黄金四角形) 

(このと

(このと

( 4 ) 四角形 ABc Dは正方形ではない長方形 ( このと き、
四角形 ABCD は正かつ負の黄金四角形) 

証明 : 定理 1 から負の黄金四角形は ( 1 ) (特別な場合
と して ( 4 ) を含む) を満たすこ と、 また、 定理 2 より
正の黄金四角形は ( 2 )、 ( 3 )、 ( 4 ) のいずれかを満た
すこ とは示されているので、 ( 1 ) から ( 4 ) の四角形
が実際に黄金四角形となるこ と を示せばよい。

四角形が ( 1 ) を満たすときを考える。 このとき、 一
般性を失う こ と な く AB> Bc と し てよい。 よ っ て、
(BC2 / AB) < BC< AB であるから、 BE= (BC2 / AB) 
となる点 E を辺 AB上にとるこ とが出来る (図13)。
このとき、 三角形 ABC と三角形 CBEにおいて、 BE : 

BC= BC : BA と なり 、 ∠B が共通と なるこ とから、 こ
れらの三角形は相似である。

次に、 E を通る AD の平行線m を考え、 m と直線 CD 
との交点 F を考える。 
が辺 CDの D 
一方、 同位角

側の延長

まず、 m は AD と平行だから F 
(D を含む) にあるこ とはない。 

と上記の相似関係などから、

∠BEF= ∠A= ∠C> ∠BCA= ∠BEC 
であり、 Fが辺
と もな く 、 F は

線と して考える

CDの c 側の延長 (c を含む) 
C と D の間にある。 

こ とが出来る。 

そこで、

図13 
m 

( 1 ) の場合

と なるこ

EF を分割

最後に三角形 CAD と三角形 ECF においても、 平行線
の同位角や前述の相似関係等から対応する 2 角が等しい
こ とが示され、 相似となる。 よって、 三角形 ABC と三
角形 CAD を組み合わせた四角形 ABCD と 、 三角形
CBE と三角形 ECF を組み合わせた四角形 CBEF も相似
と なる。

次に、 ( 2 ) の場合を考える。 
BC) / CD≦CD なので、 CD 上
と なる点 F をと るこ とができ る

まず、 仮定より (AD X 
に CF= (AD X BC) / CD

(F= D となる場合もあ
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)

。
角

さ

x 

る

三 
C F
 

このとき、 FC : AD= CB : DC と∠C= ∠D より、
形 ADC と三角形 FCBは相似となる。 
ら に、

= ∠A 
図14のよ う に四角形の外部の点 x を、
と なるよ

上記の相似から、

う にと る。 このと き、

∠BFC= ∠CAD< ∠A であ
BFC< ∠XFC と なるから、
はない。 

FX が辺 BC と交わ 

∠XFD十∠D> ∠XFD十∠A= 180 ° 

、

=
--
 

E

害

AD と交わるこ と も無い。
よ って、 FX は辺 AB と交わる c 

線 と し て考

BCA と三角形
る

FB
 

え

E
 

なので、

つまり

とすれば、 E は A と B の間にある。 
こ とができ る。 こ

そ

の

り 、 ∠

るこ と

FX が辺

その交点を

こで、 EF を分
と き、 三角形

の相似は、 対応する 2 組の角の相等
から容易に示すことが出来、 三角形 ADC と三角形 BCA 
を組み合わせた四角形 ABc D及び、 三角形 Fc B と三角
形 EBF を組み合わせた四角形 FEBCが相似となる。 

( 3 ) 

図14 ( 2 ) の場合

の場合を考える。 このと きは、

/ CD) ≦AB なので、
と なるよ う にと

る)。 このと き、
るこ

辺 AB 
とが出

∠C= ∠B 

上

来

お

いま、

D 

A E 

. ,.V
I 

B 

仮定より (BC2 

に点 E を BE= (BC2 / CD) 
る (E= A と なる場合も
よび BC 

り三角形 BCD と三角形 EBCは相似と

図15 ( 3 ) の場合

: CD= EB : BC 
なる。 

c 

B 

あ

よ

図15のよう に∠BEY= ∠B となる点 Y を四角
形の外部にと る。 このと き、 

∠A十∠AEY> ∠B十∠AEY であり、 Y のとり方から
∠B十∠AEY= ∠BEY十∠AEY= 180C 

辺 AD と交わらない。 
・上記の相似関係により、

なので、 EY は

∠BEC= ∠CBD< ∠B= ∠BE 



Y となり
よ っ て、

その交点を

分割線とす
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EYは辺 BC と も交わらない。
EY は辺 CD と交わるこ と と なる。 

悟 常

つま り

F とおけば、 F は C と D の間にあり 、 EF 
るこ とができる。 このと き、 三角形 BAD 

三角形 EFc の相似関係は対応する 2 組の角が相等し
こ とから容易に示すこ とが出来、 三角形 BCD と三角

を

と

い

形

BAD を組み合わせた四角形 ABCD および、 三角形 EBC 
と

る

三角形 EFC を組み合わせた四角形 FEBCが相似とな

0

最後に

して、

EB 
と

似

( 4 
図16の

) の場合だが、 この場合には AB> BC と
ように分割線 EF を BC と平行で、

: BC= BC 
な るよ う にと

: BA
れば四角形 ABCD と四角形 CBEFが相

と なるこ とは自明だろう c 

l- 
ては

証明

また

A
 

D
 

E 

(証明終わり ) 

図16 ( 4 ) 
F
の場合

B 

c 

のよ う に、 黄金四角形の分類問題の考察過程におい

問題提起の時点では未知であった数学的言明が、

を伴う考察活動の過程のなかで得られるこ と となる。 

、 その考察の過程には、

た概念が必然的に顕在化する

必要条件 ・ 十分条件といつ

という特徴がある。 

6 . 複素平面や 2 次曲線との関わり
実は、 黄金四角形は複素平面や 2 次曲線と も関係があ
る。 本節ではそう した関わりについての展開を述べよう 。

定理 3 の分類の結果をよ く 見ると、 除去図形が三角形
と なるのは定理 3 の ( 2 

る場合と、 ( 
みで、 ( 2 )、

A 

3 ) におい

( 3 ) のな 

D=F 

E 

) において AD XBC= CD2 とな
て AB X CD= BC2 となる場合の
かではこのよう に等号が成立す

D' 

B ,B
 

A' ・・・ ・ ' 

' ' l D 

c
 

c 
A=E 

図17 等号成立の図を基に変形

B 

c 

友
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る場合が特に重要である。 実際、 次の図17のよう
が成立した場合の図から、 ( 2 ) の場合には Bc を

に等号

、

の場合には AD を元の辺と平行に変化させていく こ
( 3 ) 
とで、

等号が成立しない場合と相似な四角形がすべて得られる

からである。 

そこで、 除去図形が三角形となる場合を詳し く みてみ

るために、 定理 3 ( 2 ) の図14で D= F となる場合を、
向きを変えて再考してみる (図18)。 

図

関係

応し

らに

き

A 

D 

、

、

mI
A
…
…
…

・ 

・ 

E 

c 

B Re ………・・'i'・ 

図18 定理 3 の ( 2 ) の図再考

18 において、 四角形 DEBC 
により EB が BCに、

と四角形 ABCD 
BCが CD に、

の相

CDが DA に
EB、 BC、 CD、 DA の長さは等比数列となる。 
∠B= ∠C= ∠D なので、 -i- EB、 →

一 

BC、
、 つまり偏角は同じ量ずつ変化している 0 

→一 

CD、
こ

→DAの
のよ、

一

つ

似

対

さ

向

に、

長さの比が一定で、 偏角の差が一定となれば、 複素平面

を用いて頂点の位置を考察するのは自然であろう 。

そこで次の図18のよう に、 頂点の位置を複素平面上で

考えること と し、 特に E= 0 、 B= 1 で Cの虚部が正と
なるよう に複素座標をと る。 いま c = 1 十αとすれば、

上述の考察から、 B、 B→c 、 c→D、 Aに対応する複素数
は等比数列であり 、 1 、 α、 α2、 α3と なる。 また、 A が

EB の延長上にあるこ と と 、 複素座標のと り かたから、
αは次の式を満たすこ とになる。

Im ( 1 十α十α2十α3) = 0 ①
Re ( 1 十α十α2十α3)< 0 ②
Im (α) > 0 ③

また、 逆に上式を満たすと き、

E= 0 、 B= 1 、 C= 1 十α、 D= 1 十α十α2
であり、 これらの座標にα倍して 1 を加えるという操作、
つまり拡大 ・ 回転 ・ 平行移動の操作を施すと、 4 頂点が
それぞれ、

B = 1 、 C= 1 十α、 D = 1 十α十α2、

A = 1 十α十α2十α3

に移るこ とから、 除去図形が三角形の黄金四角形が得ら

れるこ とが確認できる。 

方、 定理 3 ( 3 ) の場合を考える。 やはり、 図15で



黄金四角形の分類

A= E と なる場合の図を、 向き を次のよう に変えて考え

る (図19)。 

mI 
A
…
…

D
' 

F c ………高e 

図19 定理 3 の ( 3 ) の図再考

この場合にも、 四角形 ABCD と四角形 FABCの相似
関係において、 DCが CB に、 CB が BA に、 BA が AF 
に対応するので、 DC、 CB、 BA、 AFの長さは等比数列
となり、 また、 ∠c = ∠B= ∠BAF であるこ とから、 c、

ci 、 B→A、 A→Fの偏角が同 じ量ずつ変化する。 よ って、
やはり複素平面上で考えること と し、 今回は図のよう に

D= 0 、 c = 1 で B の虚部が正となるよう に複素座標を
と る。 このと き、 B= 1 十αとすれば、 D→C、 B、 B→A、
はそれぞれ 1 、 α、 α2、 α3 と なり 、 F が C と D の間

にあるこ とから、αは次の式を満たすこ と と なる。

Im ( 1 十α十α2十α3) = 0 ①

0 < Re ( 1 十α十α2十α3)< 1 ②' 
Im (α) > 0 ③

また、 ( 2 ) の場合と同様、 上の式をαが満たすなら
ば、

D= 0 、 C= 1、 B= 1 十α、 A= 1 十α十α2
であり 、 これらの座標にα倍して 1 を加える操作、 つま
り拡大 ・ 回転 ・ 平行移動の操作を施せば、 4 頂点はそれ
ぞれ、

C= 1 、 B = 1 十α、 A = 1 十α十α2、

F = 1 十α十α2十α3

に移るこ とから、 やはり黄金四角形が得られるこ とが確

かめられる。

とこ ろで、 ( 2 ) と ( 3 ) の両方のケースに登場する
①式は何だろう か。 ①式 を満たすαの集合はどのよう な

図形と なるのだろう か。 そこで、

α=)c十1y

という よう に実部と虚部を文字で表して、 ①式を計算し

てみれば、

y十 2 xy十3 x;2y-y 3 = 0
を得る。 しかし y> 0 であるので、 上式を y で割って、

1 十2 x十3 x 2-y 2= 0 ④
を得る。 この 2 次式は高校で習う双曲線の式となってい
る。 
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定理 3 の ( 2 ) の場合には c = 1 十α、 ( 3 ) の場合に
は B= 1 十αであるから、 黄金四角形の 1 つの頂点は( t 
で定まる双曲線を実軸方向に 1平行移動した曲線上にあ
る。 また、 複素平面上の0,1 も黄金四角形の頂点である。 
そして実際、 計算機を用いてプロ ッ ト を行う と、 次の図

20に示すよう に、 ④の双曲線のう ち②、 ② '、 ③により
指定される部分について、 その上の各点に応じて黄金四

角形が一つずつ定まるこ とになる。 

図20 双曲線上の点毎に定まる黄金四角形

7 . 展望
最後に関係する研究と今後の展望 ・ 課題について述べ

てお く 。

黄金四角形と関係の深い用語に、 グノ モ ン (gnomon) 
という ものがある。 グノ モ ンという言葉の歴史は古く古

代ギリ シャの頃から使われているもので、 ユーク リ ッ ド

原論の第 2 巻のなかにも平行四辺形の頂点からそれと相
似な小さい平行四辺形を取り除いた形を指す用語と して

登場する (図21)。 後に、 アレクサン ドリ アのへロ ンは、

このグノ モンという用語を、 ある図形に加えるこ とで元

の図形と相似な図形が得られるよう な図形のこ と、 と一

般化した定義を与えた (Thompson (1917) , p.181)。 つ
まり 、 本稿で述べてきた黄金四角形の除去図形は、 グノ

モ ンである。 

図21 グノ モン

ユーク リ ッ ド原論にあるグノ モ ンのよ う に、 凸でない

ものも含めると、 グノ モ ンを追加して相似形と なる図形

は何でもよいこ とになってしまう が、 では凸多角形であ

るよ う なグノ モ ンに限定したと きはどう だろう か。 いわ
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ゆる黄金比による黄金長方形は、 正方形がグノ モンとな

り得るこ と を示している。 本稿では、 凸四角形の一般化

された黄金分割を考察することで、 三角形 ・ 四角形のグ

ノ モ ンが多数登場している。 では、 凸多角形となるグノ

モ ンの辺数はどのよう な数をと り得るか。 またそこから、

凸のグノ モ ンを相似なものは等しいと して分類せよ、 と

いった問題が考えられる。

これに対して、 J.M.Aarts & J.Fokkink (2003) は、 凸
多角形であるグノ モンの辺数は 6 本以下である、 という
結果を示している。 逆に、 三角形 ・ 四角形 ・ 五角形 ・ 六

角形のグノ モンは存在する。 実際、 彼らの証明にあるよ

う に、 凸多角形であるグノ モ ンは、 combinatorial には四
角形も し く は六角形であり、 三角形や五角形は内角が平

角となるよう な特別な場合と考えるこ とができ る。 さ ら

に、 彼らは正多角形となるグノ モンは正三角形と正方形

のみであるこ と も示している。

グノ モ ン G。の追加によ り相似図形が得られる図形
(一般黄金四角形はその例である ) F があったと き、 逆
に F から G。と相似な G, を除去しても F と相似な図形
F'が得られるはずであり 、 F' もまた G。と相似な G2 を取
り除いてより小さな相似形にできる。 これを繰り返すと、

F の内部が G。と相似な図形の無限系列で埋め尽く され
ることになる (図22)。 
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図22 グノ モンの系列による タイ リ ング

Sushida ら (2012) は、 このスパイ ラル状のタイ リ ン
グという 観点から特に三角形 ・ 四角形をタイルとするス

パイ ラルタイ リ ングを分類している。 これは結果的に、

三角形 ・ 四角形のグノ モ ンの分類であり 、 combinatorial 
に四角形となるグノ モ ンの分類と見るこ と もできる。

では、 combinatorial に六角形と なるグノ モ ンの分類は
どう なるだろう か。 複素平面や ト ポロ ジーの手法によ っ

てこ う した考察も可能であるが、 その結果についてはま

た別稿を期したい。 
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