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Pitzer 式を用いた凝固点降下度の計算一塩化ナト リ ウム水溶液, 塩化カリ ウム

水溶液, 塩化マグネシウム水溶液, 塩化カルシウム水溶液への適用

Calculation of freezing point depression by the Pitzer equation:
an application to aqueous solutions of Nac l, KCl, MgC12, and CaC12 

、i 江 靖 弘* 
SHIBUE Yasuhiro 

塩化ナ ト リ ウム, 塩化カ リ ウム, 塩化マ グネ シウム, 塩化 カルシウムの水溶液に関す る凝固点降下度を273.15 K におけ

るこ れらの水溶液の熱力学的性質に基づいて計算 し た。 塩化ナ ト リ ウム水溶液の凝固点降下度の計算値は3.5 met/kg まで

の測定値と ±0.2 K 以内で一致す る。 塩化 カ リ ウム水溶液の凝固点降下度の計算値は3.26 met/kg までの測定値と 一0.12 K 

から十0.04 K の範囲内で一致する。 塩化マグネ シウム水溶液の凝固点降下度の計算値は3.0 mol/kg までの測定値と 一0.7 K 

から 十1.2 K の範囲内で一致する。 塩化カルシウム水溶液の凝固点降下度の計算値は3.0 met/kg までの測定値と ±0.5 K 以

内で一致する。 

キーワー ド : 凝固点降下度, 塩化ナ ト リ ウム水溶液, 塩化カリ ウム水溶液, 塩化マグネシウム水溶液, 塩化カルシウム水溶液
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1 . はじ めに

ルイ スほか (1971, p 419) は, 電解質水溶液の凝固

点降下度と273.15 K におけ る水溶液の浸透係数を関係付

け る式 を示 した。 そ して, Goldberg and Nutta1l (1978) 
は , ルイ ス達の式 を用い て アルカ リ 土類金属のハロ ゲ ン

化物水溶液の凝固点降下度から273.15 K におけ る水溶液

の浸透係数を計算 し た。 ただ し , 熱的性質に関する測定

値に曖昧さが大きいと し て Goldberg and Nutta11 (1978) 
はルイ ス達の式 を0.2 met/kg から1.0 met/kg の水溶液に

のみ適用 している。 その後, Ge and Wang (2009) は, 
ルイ ス達の関係式 を簡略化 し て様々な電解質水溶液の凝

固点降下度に関する回帰計算を行った。

本報告では, ルイ ス達の式 をそのまま用いて塩化ナ ト

リ ウム水溶液, 塩化カ リ ウム水溶液, 塩化マ グネ シウム

水溶液, 塩化カルシウム水溶液の凝固点降下度を浸透係

数と熱的性質の文献値から計算する。 そ し て, ルイ ス達

の式がどの程度の濃度まで適用でき るのかを検討す る。 

2 . 凝固点降下度の測定報告

塩化ナ ト リ ウム水溶液の凝固点降下度に関する測定値

を図1 に示す。 Rivett (1912) , Rodebush (1918) ,
Scatchard and Prentiss (1933) , Mun and Darer (1957a) , 
Gibbard and Gossmann (1974) , Potter et al. (1978) , 
Hall et al. (1988) , c akes et al. (1990) , Haghighi et al. 
(2008) が行 っ た測定結果は互いによ く 一致 し てい る と

* 兵庫教育大学大学院教育内容 ・ 方法開発専攻認識形成系教育 コ ース

85 

言え る。 共融点での電解質の質量モル濃度と 凝固点降下

度を Rodebush (1918) は5.20 met/kg, 21.12 K, Potter et 
al. (1978) は5.18 met/kg, 20.81 K, Hall et al. (1988) 
は5.17 met/kg, 21.21 K と 報告 し てい る。 c akes et al. 
(1990) が求めた凝固点降下度の最大値が21.48 K でこの

時の濃度は5.21 mol/kg である。 し たがっ て, 5 met/kg 程

度の水溶液では凝固点降下度に最大で0.6 K 程度の食い

違いが測定報告間で認めら れる。 図 1 中で示 し た報告の

他に Loomis (1896, 1897) も凝固点降下度を測定 し て

いる。 Loomis (1896, 1897) は塩化ナ ト リ ウムのモル質

量を示 していないので, 本研究では検討の対象にしなかっ

た。

塩化カ リ ウム水溶液の凝固点降下度に関する測定値を

図 2 に示す。 図 2 中で示し た Loomis (1896, 1897) に

つい ては , 濃度の値 を変換 し てい る。 Loomis (1896, 
1897) は濃度を容量モル濃度 (あるいは物質量濃度) で

表 し , 今日 と は異な る塩化 カ リ ウムのモル質量の値 を使

用 し てい る。 そこ で , 本研究ではモル質量の値 を 、 江

(2012a) が使用 し た74.551 に取 り Pabalan and Pitzer 
(1988) が与え た密度の計算式 を用いて容量モル濃度の

値を質量モル濃度の値に変換 し た値を使用す る。 図 2 よ

り Loomis (1896, 1897) , Rivett (1912) , Menzel (1927), 
Scatchard and Prentiss (1933) , Mun and Darer (1957a) , 
Hall et al. (1988) が行っ た測定結果は互いによ く 一致し

ている と言え る。 しかし ながら , Rodebush (1918) の測
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図 1 塩化ナ ト リ ウム水溶液の凝固点降下度 (Freezing point depression) 。 図中の Eutectic point は共融点の温度 と組成 を示す (本
文参照)。 

定値は同一凝固点降下度におけ る濃度が高 く なっ ている。 

こ こ では, Hall et al. (1988) が行っ た測定報告の方が

正確である と みな し て, 高濃度領域におけ る凝固点降下

度の計算値を Hall et al. (1988) の測定値と比較する。 

そ し て, Rodebush (1918) の測定結果とは比較 し ない。 

なお , 共融点 での質量モ ル濃度 と 凝固点降下度 を Hau 
et al. (1988) は3.26 met/kg, 10.69 K と報告している。 

86 

塩化マ グネ シウム水溶液の凝固点降下度に関す る測定

値 を図 3 に示す。 図 3 中で示 し た Loomis (1896) と

Jones and Pearce (1907) につい ては , 濃度の値 を変換

し てい る。 Loomis (1896) は濃度 を容量モ ル濃度で表

し , 今日 とは異なる塩化マ グネ シウムのモル質量の値を

使用 し ている。 そこ で , 本研究ではモル質量の値を社 江

(2013) が使用した95.211に取り社江 (2013) が与えた
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図 2 塩化 カ リ ウム水溶液の凝固点降下度 (Freezing point depression) 。 図中の Eutectic point は共融点の温度 と組成 を示す (本文

参照) 。 

密度の計算式 を用いて容量モル濃度の値 を質量モル濃度

の値に変換 し た値 を使用す る。 ま た , Jones and Pearce 
(1907) も容量モル濃度を使用 し ているので、 江 (2013) 
を用いて質量モル濃度に換算 し た値を使用する。 図 3 よ
り Loomis (1896) , Jones and Pearce (1907) , Rivett 
(1912) , Rodebush (1918) , Menzel (1927) , Prutton and 
Tower (1932) , Mun and Darer (1957a) , Gibbard and 
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Gossmann (1974) , Haghighi et al. (2008) が行っ た測

定結果は互いによ く 一致 し てい る と 言え る。 ただ し , 

Prutton and Tower (1932) が行 っ た20.47wt°/o ( 約2.7 
met/kg) の水溶液に関す る凝固点降下度の測定値は

Rodebush (1918) の測定値と比べて少 し大きい。 共融点

での電解質の質量モル濃度 と 凝固点降下度 を Rodebush 

(1918) は2.94 met/kg, 33.50 K と報告している。 
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図 3 塩化 マグネ シウム水溶液の凝固点降下度 (Freezing point depression) 。 図中の Eutectic point は共融点の温度 と 組成 を示す

(本文参照) 。

塩化 カルシウム水溶液の凝固点降下度に関す る測定値 計算式 を用いて容量モル濃度の値を質量モル濃度の値に

を図 4 に示す。 図 4 中で示 し た Loomis (1897) と Jones 変換 し た値を使用す る。 また, Jones and Pearce (1907) 
and Pearce (1907) につい ては, 濃度の値 を変換 し てい も容量モル濃度を使用 し ているので社 江 (2013) を用い

る。 Loomis (1897) は濃度 を容量モル濃度で表 し , 今 て質量 モ ル濃度に換算 し た値 を使用 す る 。 図 4 よ り

日と は異なる塩化カルシウムのモル質量の値を使用 し て Loomis (1987) , Jones and Pearce (1907) , Rodebush 
いる。 そこで, 本研究ではモル質量の値をt出i江 (2013) (1918) , Mun and Darer (1957b) , Gibbard and Fong 
が使用した110.984に取り社江 (2013) が与えた密度の (1975) , cakes et al. (1990) , Haghighi et al. (2008) 
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図 4 塩化 カルシウム水溶液の凝固点降下度 (Freezing point depression) 。 図中の Eutectic point は共融点の温度と組成 を示す (本
文参照) 。 

が行っ た測定結果は互いによ く 一致 し てい る と言え る。 

Roozeboom (1889) の測定値は, その後の測定値に比べ

て 濃度の低い領域で は凝固点降下度がやや小 さ い。 

Prutton and Tower (1932) の測定点は二点 しかないが, 
12.23wt% (約1.25 met/kg) の測定値が大きい。 Rodebush 
(1918) の測定値は 3 met/kg よ り 高濃度領域で c akes et 
al. (1990) に比べ て濃度が系 統的に高 く な っ てい る。 
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c akes et al. (1990) の測定値が低濃度領域で他の測定

報告 と よ く 一致 し てい る こ と から , 本研究では c akes et 

al. (1990) の方が正確 で あ る と 考え る。 c akes et al. 
(1990) が比較検討 し た Yanatieva (1946) については, 
Yanatieva (1946) の詳細が不明であ っ たので検討 し て

い な い 。 本研 究 で は , 凝 固 点 降 下 度 の計 算 値 と

Rodebush (1918) と の比較は 3 met/kg 未満の濃度領域
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だけ で行い , Roozeboom (1889) と Prutton and Tower 
(1932) と の比較は行わない。 なお, c akes et al. (1990) 
が求めた凝固点降下度の最大値が51 .20 K でこ の時の濃

度は3.97 met/kg である。 Roozeboom (1889) が求めた共

融点におけ る凝固点降下度は3.83 met/kg での55.0 K で

あり , Rodebush (1918) が求めた共融点におけ る凝固点

降下度は, 4.32 mol/kg での51.00 K である。 

3 . 計算式と計算方法

3.1 電解質水溶液の凝固点降下度と浸透係数の関係

ルイ ス達が与え た式 に含 ま れてい る誤植 を正 し て , 

Goldberg and Nutta1l (1978) は電解質水溶液の凝固点降

下度と浸透係数の間で成り 立つ式 を次のよ う に表 し た。 

- (vM,mR/1000) (p = - [ ( ΔHfus十 L,) /TT s] Θ

十 ( ΔCfus十J,) [Θ/T 十 In(1 - 0 /T fus) ] 

十 Δb [Θ2/2T- T fus0/T-T sin(1 - 0 /T fus) ] (1) 

式 (1) の左辺中のvは 1 モルの電解質が完全電離し た時に

生 じ るイ オ ンの物質量 ( モル) の値 , M,は水のモル質

量, m は電解質の質量モル濃度, R は気体定数, (p は純

水の凝固点 (273.15 K) において濃度 m の電解質水溶液

の浸透係数を表す。 右辺中のΔHfusは純水の凝固点 にお

け る氷の融解エ ン タ ルピー, L, は水溶液中での水の部

分モル相対エ ンタルピー, T は絶対温度で表 し た水溶液

の凝固点 , Tfus は純水 か ら な る系 に お け る 氷 の融点

(273.15 K) , Θは凝固点降下度で T sから T を引い た値 , 

ΔC fus は純水から な る系 で273.15 K におい て純粋な氷が

融解 し た時の氷と水の定圧熱容量の違い , J, は273.15 K 
において L, を温度で偏微分 し て求めた微分係数値, Δb 
は273.15 K 付近における水溶液中での水の部分モル定圧

熱容量 と 氷の定圧熱容量 c p, w ( ice) の違いの温度依存性

を表す値である。 式 (1) は社江 (2010) がルイ ス達に沿っ

て 導 い た式 (20) に対 応 す る 。 Goldberg and Nutta11 
(1978) は部分モル量であ るこ と を表すために L, と J,に

「一」 を付け てい るが, こ こ では表記を簡略化す るため

に付け ていない。 ま た, 式 (1) は大気圧付近での関係式

であり , 圧力変化によ る影響は考慮 さ れていない。 本研

究では圧力 を0.101325 MPa にと って式 (1) を考え る。 ま

た , ルイ ス達は , ΔHfusの値 を6008 ± 4 J/met, ΔCfus 
の値を38.1 ± 0.2 J/mol K, Δb の値を 0.197 J/mol K2 
と与えた。 本研究では, こ れらの値をそのまま使用する。

ΔH fus と Δc fu. の値について, 近年の報告と比較する。 

ΔH fusに関す る Haida et al. (1974) の測定値は6006.8 
J/met であり , Feistel and Wagner (2006) の計算式から

求めるこ と ができ る値も6006.8 J/met である。 ΔC fus の
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値を Wagner and Pru」3 (2002) が求めた水の状態方程式

と Feiste1 and Wagner (2006) が求めた氷の状態方程式

を組み合わせて求めると38.24 J/met K であり , Murphy 
and Keep (2005) が求めた定圧熱容量の計算式 を用いる

と37.93 J/mol K になる。 △H fus と ΔC fus のいず れについ

ても , ルイ ス達が与え た値 と ほぼ同 じ値である。

さ て , Δb の値に関 し ては不確かな点が残 っ てい る。 

まず, こ の値は J,の濃度依存性にも依存 し ており , 水の

熱的性質だけで求めるこ とはでき ない。 凝固点降下度が

小 さい時, 水溶液の質量モル濃度 も0に近い。 こ の時, 
水溶液中での水の部分モル定圧熱容量の値は過冷却水の

定圧モ ル熱容量の値 Cp, w(liquid) で近似するこ と ができ

る。 また , 凝固点降下度が0に非常に近い時には電解質

の種類を考慮に入れる必要も ない。 こ の近似を用いる と , 
Δb の値は純水の凝固点におけ る Cp, w (liquid, T ) と Cp, w 

( ice, Tfus) の値 と 凝固点よ り わずかに低い温度 T' におけ

る Cp, w (liquid, T') と Cp, w (ice, T') の値を用いて次式で求

めるこ と ができ る。 

Δb = [Cp, w (liquid, T s) -Cp, w ( ice, T s) ] / (T s-T') 

- [ C p, w(liquid, T' ) - C p, w(ice, T' ) ] / (T s- T' ) 

Murphy and Keep (2005) や Feistel and Wagner (2006) 
が0.101325 MPa におけ る氷の定圧熱容量に関す る測定

値 を ま と めて計算式 を求めてい る。 ま た , w agner and 
Prut; (2002) が求めた純水の状態方程式は過冷却状態で

も適用可能である。 そこ で , こ れらの計算式 を用いてΔ

b の値 を検討する。 図 5 は液体の定圧熱容量の値から固

体の定圧熱容量の値を引いた値Δcpを温度 (273.15 K, 
270 K, 260 K) に対 してプロ ッ ト したものである。 図 5 
を作成す る にあた っ て , Feiste1 and Wagner (2006) 中

の数表値と Murphy and Keep (2005) が与えた計算式 を

利用 し た。 270 K と273.15 K での値から定圧熱容量の違

いの温度依存性を求める と , Feiste1 and Wagner (2006) 
が求めた氷の定圧熱容量を用いた時で一0.011289 J/g K2, 
Murphy and Keep (2005) が求めた氷の定圧熱容量を用

いた時で一0.011784 J/g K2 と な る。 水のモ ル質量の値 を

かけるこ と でΔb の値を, それぞれ, 0.203 J/mol K2, 
0.212 J/met K2 と 求めるこ と がで き る。 いずれの値も ル

イ ス達が求めた値に比べて絶対値が少し大きい。 ただし , 
こ の違いは大きい と は言え ない。 さ ら に, 本研究で求め

た値は273.15 K と270 K における差分で (∂cp/∂T) pを計算

し ており , 図 5 よ り 温度と Δcpの関係を一次式で表そう

と する と 低温で誤差が大き く なる。 し たがっ て, こ れら

の値の正確 さ にも間題が残る。

Ge and Wang (2009, Eq 8) は, 式 (1) 中のΔb を 0 
と おいて水の活量と 凝固点降下度と の関係式 を求めてい
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図 5 純水 (液体) の定圧熱容量から氷の定圧熱容量を引いて求めた値を温度に対 して プロ ッ ト した もの。 液体状態の定圧熱容量

は Wagner and Pru」B (2002) の状態方程式 を用いて求めた。 氷の定圧熱容量は, Feistel and Wagner (2006) あるいは M urphy 
and Keep (2005) を用いて計算 した。 図中で slope と して示 した値は, 273.15 K と270 K における値から求めたものである。 

る。 △b を 0 と お く こ と ができ る根拠 を示 し てい るわけ

でないので, Go and Wang (2009) の計算式はルイ スほ

か (1971) の式 を さ らに簡略化 し たものと見なすこ と が

でき る。 Ge and Wang (2009) の場合, 式 (1) 中に現れ

てい る (pと L, と J,の値を回帰係数 (つまり fitting parame- 
ter) と し て取り 扱 っ てい る。

3.2 Pitzer 式

式 (1) に現れる (p, L,, J,を Pitzer 式によ っ て求める こ

と ができ る。 そこ で , こ れらの計算式 を示す。 式 (1) の
左 辺 に 現 れ る (p は次式 で 求 め る こ と が で き る (Pitzer, 

1995, p 294)。 

(p = 1 - lzMzxlA.I''2/ (1 十1.21''2) 十(2vMvx/v) mβ(o) 

かけの相対 モ ルエ ン タ ルピー L と次式 で関係付け るこ

と ができ る。 

L, = - (M,m2/1000) ( L/o'm) T (3) 

そ して, 本研究で扱う 電解質水溶液の を Pitzer 式によ っ

て次式で表すこ とができ る (Pitzer, 1995, p 324)。 

'L = (vlzMzxlAH/2.4) In(1 十1.21''2) 

-2vMvxmRT2β(o)L 

-2vMvxmRT2 (2β(') L/41) [1 - (1 十21''2) exp( -21''2) ] 

十(2vMvx/v) [mi3(')exp( 21' /2) ] 十[2 (vMvx)3/2/v] m2C (2 ) 2vM2vxzMm2RT2CL (4) 

式 (2) 中の zMと zx はそ れぞれ陽イ オ ン と 陰イ オ ンの電

荷数 , A は浸透係数 に関す る デバイ ヒ ユ ツケ ルのパ

ラ メ ー タ , I はイ オ ン強度 , VMと vx はそ れぞれ 1 モルの

電解質が完全電離 し た時に生 じ る陽イ オ ンと 陰イ オ ンの

物質量 ( モル) の値, vはvM十vx の値 , β(°)と l3(')と c は

電解質の種類によ っ て決ま る Pitzer パラ メ ー タ であ る。

式 (1) の右辺中の L, と J, も Pitzer 式よ り 求める こ と が

で き る。 、t出i江 (2010) が式 (25) で示したよ う に L,は見
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式(4) 中の AHは エ ン タ ル ピ ーに関す る デバイ ヒ ユ ツ

ケ ルのパ ラ メ ー タ , l3(°
) L とβ(')L と CLは電解質 の種類に

よ っ て決ま る Pitzer パ ラ メ ー タ で あ る。 式 (4) を式 (3) の

右辺に代入す るこ と で L,を次のよ う に求めるこ と がで

き る。 

L, = - (M,RT2/1000) {AHI3/2/ [2RT2 (1 十 1 .21''2) ] l 



十 (2vMvxM,m2RT2/1000) β(o)L 

十 (2vMvxM,m2RT2/1000) β(')Lexp( -21''2) 

十 (4vM2vxzMM,m3RT2/1000) CL (5) 

J, は L, と次式で関係付け ら れている。 

J, = (∂L,/∂T) m (6) 

、i 江 靖 弘

式 (5) を式 (6) に代入するこ と で J, を次のよう に求めるこ

と ができ る。 

J, = - AJM,I3'2/ [2000(1 十1 .21' /2) ] 

十(2vMvxM,m2RT2/1000) β(o)J 

十 (2vMvxM,m2RT2/1000) β(')Jexp( -21''2) 

十 (4vM2vxzMM,m3RT2/1000) CJ (7) 

式(7) 中の AJは定圧熱容量に関するデバイ - ヒ ユ ツケ ル

のパ ラ メ ー タ , β(°)J とβ(')J と cJは電解質 の種類 によ っ て

決ま る Pitzer パラ メ ー タ であ る。

式(2) , (4) , (5) , (7) 中で使用しているデバイ ヒユツ

ケ ルのパ ラ メ ー タ A , AH , AJの定義式を Pitzer (1995, 
p 543) が示 し ており , 、i 江 (2011, p. 134) 中でこれ

を繰り 返し ている。 そこ で, こ れらの定義式 を示すこ と

を省略する。 本研究では, Haar et al. (1984) が与え た

純水の状態方程式 と Bradley and Pitzer (1979) が与え

た計算式 を組み合わせて A. と AHと AJ を計算 し た。 

Goldberg and Nutta11 (1978) は式 (1) を用いる時に'L と

その温度微分の実験式を求めたが, その際にデバイ ー ヒ ユツ

ケ ルのパ ラ メ ー タ (AHと AJ) の値 を用いなかっ た。 こ

の理由 と し て, 正確な測定値が少なかっ たこ と を挙げて

い る。 つま り , デバイ ー ヒ ユ ツケルのパラ メ ータ を回帰

係数と し て取り 扱っ て, 浸透係数と 凝固点降下度の関係

式 を求めてい たこ と にな る。

3.3 Pitzer パラ メ ータ

本研 究 で は , Pitzer パ ラ メ ー タ (l3(°) と l3(') と C と l3(°
) L 

とβ(')L と CLと l3(°)J とβ(')J と c J) を以下のよ う に し て求め

た。 塩化 ナ ト リ ウ ム水溶液の Pitzer パ ラ メ ー タ を Pitzer 

et al. (1984) , 塩化 カ リ ウム水溶液の Pitzer パラ メ ー タ

を Pabalan and Pitzer (1988) , 塩化マ グネ シウム水溶液

と 塩 化 カ ル シ ウ ム水 溶 液 の Pitzer パ ラ メ ー タ を i 江

(2013) より計算 した。 Ge and Wang (2009) とは違っ

て, 本研究では273.15 K 以上での熱力学的性質を回帰 し

て求めら れた Pitzer 式 を使用 し て (pと L, と J,の値 を求め
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た。

塩化ナ ト リ ウム水溶液と塩化カ リ ウム水溶液に関する

Pitzer 式 につい て , 気体定数 と水のモル質量の取り 方 を

江 (2012b) が検討 し ている。 こ こ では, いずれの水

溶液についても気体定数を水のモル質量で割 っ た値と し

て Haar et al. (1984) が与えた0.461522 Jig K を使用し

た。 こ のため , 、名 江 (2012b) 中の List 4と し て示 し た

計算 プロ グラ ム中 の line 30650 に おけ る GASON= 
.461518#を GASCON= .461522#に改めて計算した。 そ し

て, 純水 1 g当たり の性質 を Haar et al. (1984) を用い

て計算 し た。 その後, 水 1 モル当 たり に換算す る時に

Pitzer et al. (1984) が与え た水のモル質量 を用いた。 

さ ら に, Pitzer 式 を用い る計算で使用す る気体定数 と し

て Pitzer et al. (1984) が使用 し た値を用いた。 そ し て, 
デバイ ー ヒ ユ ツケルのパラ メ ータ を求める ために使用す

るサブルーチ ン*SECDERIVP と し て
、t出i江 (2014) が示

し たものを使用 し た。

塩化マ グネ シウム水溶液と塩化 カルシウム水溶液につ

いても , 水 1 g 当たり の量を Haar et a1. (1984) が与え

た気体定数で計算 し , 水 1 モル当たり に換算する時に、

江 (2013) が使用 した水のモル質量を使用 した。 さ らに, 
デバイ ー ヒ ユ ツケルのパ ラ メ ー タ と Pitzer パ ラ メ ー タ の

計算には、1出i江 (2013) が使用 した気体定数を用いた。 な

お, サブルーチ ン*SECDERIVP と し て1111111江 (2014) が

示 したものを使用 した。

塩化 カ リ ウ ム水溶液に関す る計算 プロ グラ ムを 、t出i江
(2008, pp 71 78) が示しているが, この計算プロ グラ

ム中の変数 BMO, BOL, BOJ の値は17.9 MPa におけ る

β(°
)

, l3(°
) L

, l3(°)Jに相当す る。 こ の計算 プロ グラ ムで入力

圧力 を0.101325 MPa に し て変数 BITG, 変数 BITGT, 
変数 DBLDTITG の値を求めた。 そ し て, 変数 BITG の

値 を BMO, 変数 BITGT の値 を BOL, 変数 DBLDTITG 
の値を BOJ に加えて0.101325 MPa におけるβ(°

)
, β(°

) L
, 

l3(°)Jの値 を求めた。

3.4 凝固点降下度の計算

凝固点降下度を以下の手順で計算 し た。 まず, 式 (1) 
において(p, L,, J,の値を273.15 K (Tfus) , 0.101325 MPa 
で計算する。 電解質の濃度を指定すればこ れらの値は一 

義的に決ま る。 ま た, ΔH fus, Δc fus, △b の値は定数で

ある。 し たがっ て, 濃度を指定 し て式 (1) の等式が成立

す る凝固点降下度Θを求めれば良いこ と にな る。 式 (1) 
の両辺 を (p にかけ あわせてい る項で割 っ た後で (p を移項

すると次式の右辺になる。 この式を F と定義する。 

F= [ (1000/M,) ( ΔHfus十L,) /VmRT s] [Θ/ (T s-0) ] 

- [ (1000/M,) ( ΔCf,, 十 J,) /vmR] [Θ/(T s一Θ) ] 



Pitzer 式を用いた凝固点降下度の計算 塩化ナト リ ウム水溶液, 塩化カリ ウム水溶液, 塩化マグネシウム水溶液, 塩化カルシウム水溶液への適用

十[ (1000/M,) ΔbTfus/vmR] [0/ (T s- Θ) ] 

- [ (1000/M,) Δb/2vmR] [Θ2/ (T s- Θ) ] 

十[ (1000/M,) ΔbTf,,,/vmR]1n(1一Θ/T s) 

[ (1000/M,) (△CfuLs十J,) /vmR] ln(1 Θ/Tfus) (p (8) 

F の値 が 0 に な るΘを二分割 法 ( 例 え ば , 平 田 ほか , 
1982) によ っ て求めた。 計算におけ る収束条件は F の

絶対値が10 5 よ り 小 さ い時あ るいはΘの区間が10 5 よ り

小 さ く な っ た時と し た。 

4 . 結果と考察

図 6 は塩化ナ ト リ ウム水溶液の凝固点降下度に関する

測定値から計算値を引いた値を示す。 同一濃度におけ る

縦軸方向のばら つきは測定報告間の食い違いにも相当す

る。 3.5 met/kg まで計算値は測定値 を±0.2 K 以内で再

現 し てい る。 また, こ の濃度領域では測定報告間での食

い違いの大部分が0.2 K 以内 で あ る。 し たが っ て , 3.5 
mol/kg までの濃度領域では, 計算値は測定値によ く フ イ ツ

o-
oa

d
lsqoa

d
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ト し ていると言えよう 。 濃度が高 く なると計算値の方が

大き く なり , 5 met/kg を超え ると0.5 K 以上測定値よ り

大き く なる。 測定報告間での食い違いも4 met/kg を超え

る と0.2 K を超え てい るこ と が多い。 計算値が測定値か

ら大き く 外れてい るこ と と測定報告間でのばら つき も大

きいこ と から , 式 (8) を用いた凝固点降下度の計算は3.5 
met/kg 程度の濃度以下で有効であると言え る。

図 7 は塩化 カ リ ウム水溶液の凝固点降下度に関する測

定値から計算値を引いた値を示す。 同一 濃度におけ る縦

軸方向のばらつきは測定報告間の食い違いにも相当する。 

共融点の組成である3.26 mol/kg まで計算値は測定値を

0.12 K から 十0.04 K 以内で再現し ている。 3 met/kg を超

えると , Hall et al. (1988) の測定値より も計算値は0.08 
K 程度大 き く な っ てい る。 1 met/kg 付近での Mun and 
Darer (1957a) の測定値 を除けば, こ の濃度領域では測

定報告間での食い違いの大部分が0.04 K 以内である。 し

たが っ て , Mun and Darer (1957a) の測定値中の 1 点
を除けば, 計算値はすべての測定値 を±0.1 K 以内で再

現 し てい る と言え る。

図 8 は塩化マ グネ シウム水溶液の凝固点降下度に関す

る測定値から計算値を引いた値を示す。 同一 濃度におけ

0 2 3
Molality 

4 5 6 

図 6 塩化ナ ト リ ウム水溶液に関する凝固点降下度の測定値 FPD'b から計算値 FPDn' を引いた値と質量モル濃度と の関係。 
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る縦軸方向のばら つきは測定報告間の食い違いにも相当

する。 凝固点降下度の計算値は3.0 mol/kg まで測定値を一 

0.7 K から 十1.2 K 以内で再現 し てい る。 1 met/kg を超え

る と , 測定値から計算値 を引い た値の大部分が±0.2 K 
の範囲外に入 っ てい る。 こ の値は, い つたん大き く な っ

た後で小 さ く なっている。 Goldberg and Nutta1l (1978) 
は熱的性質に関する測定値が不十分であると し て凝固点

降下度から浸透係数 を計算す る濃度範囲を0.2 met/kg か

ら1.0 mol/kg に限定し た。 図8でも濃度が1 mol/kg を超え

ると 凝固点降下度の計算値が測定値から外 れてい く 傾向

を示 し てい る。 ただ し , 0.2 met/kg 以下の時に凝固点降

下度 を よ く 再現 し て い る場合 があ る ので付記す る。 

Rivett (1912) が0.0562 met/kg, 0.11ge mot/kg, 0.1668 
met/kg の水溶液の凝固点降下度を, それぞれ, 0.282 K, 
0.580 K, 0.822 K と 報告 し ている。 式 (8) を用いた計算

値は測定値に比べて, 低濃度から高濃度の順に0.0044, - 
0.0045, -0.0097だけ小 さい。 つまり , 計算値は測定値

を±0.01 K 以内で再現 し てい る。 も っ と も , 0.2 met/kg 
以下の測定値すべてについて±0.01 K 以内で計算値が一 

致 し てい るわけではない。

図 9 は塩化カルシウム水溶液の凝固点降下度に関する
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測定値から計算値を引いた値を示す。 同一濃度におけ る

縦軸方向のばら つきは測定報告間の食い違いにも相当す

る。 3.0 met/kg 程度まで, 23.5wt°/o (約2.768 met/kg) に

おけ る Haghighi et al. (2008) の測定結果を除けば, 測

定報告間の食い違いは0.5 K 以内であ る。 そ し て , 3.0 
met/kg まで凝固点降下度の計算値は測定値 を±0.5 K 以

内で再現 し ている。 濃度が高 く なると測定値に比べて計

算値が大きい傾向が顕著になっ て, 4 mol/kg 付近では計

算値が約4.5 K 測定値 よ り 大 き く な る。 Goldberg and 
Nutta1l (1978) は熱的性質に関する測定値が不十分であ

ると し て凝固点降下度から浸透係数を計算す る濃度範囲

を0.2 met/kg から1.c ruel/kg に限定 し た。 図 9 で も 濃度

が1 met/kg を超え る と 凝固点降下度の計算値が測定値か

ら外 れてい く 傾向 を示 し てい る。 ただ し , 0.2 met/kg 以

下の時に凝固点降下度をよ く 再現 し ている場合があるの

で付記する。 Loomis (1897) が0.01001 met/kg, 0.02012 
met/kg, 0.05027 met/kg, 0.10064 met/kg の水溶液の凝固

点降下度を, それぞれ, 0.0513 K, 0.1013 K, 0.2437 K, 
0.4823 K と 報告 し ている。 式 (8) を用いた計算値は測定

値に比べて, 低濃度から高濃度の順に0.0004, 0.0012, - 
0.0005, -0.0023だけ小 さい。 つまり , 計算値は測定値 

KCl(aq) 
▼ 

▼ 'f' _ _ . -・ '・ ・ _ ,:o:, 

△ Loomis(1896) 

▽ Loomis(1897) 

口 Rivett ( l912) 

▼ Menze1( l927) 

' Scatchard and Prentiss ( l933) 

◆ Mun and Darer ( l957a) 

Hall et al. ( l988) 

・. 

E]:, 

, 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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図 7 塩化ガリ ウム水溶液に関する凝固点降下度の測定値 FPD'b' から計算値 FPD'''' を引いた値と質量モル濃度と の関係。 
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を±0.003 K 以内で再現し ている。 も っ と も , 0.2 met/kg 
以下の測定値すべてについて±0.003 K 以内で計算値が

一致 し てい るわけではない。 

5 . 結論
ルイ スほか (1971) が与えた273.15 K における水溶液

の熱力学的性質 (浸透係数, 水の部分モル相対エ ンタル

ピーと その温度微分値) , 氷の融解熱 と氷の融解に伴う

定圧熱容量の変化量を用いて凝固点降下度を計算す る式

を塩化ナ ト リ ウム水溶液, 塩化カリ ウム水溶液, 塩化マ

グネシウム水溶液, 塩化カルシウム水溶液に適用 し た。 

塩化ナ ト リ ウム水溶液の熱力学的性質の計算には Pitzer 
et al. (1984) , 塩化カリ ウム水溶液の熱力学的性質の計

算には Pabalan and Pitzer (1988) , 塩化マ グネ シウム水

溶液と塩化カルシウム水溶液の熱力学的性質の計算には

t出i江 (2013) が与えた式を用いた。

塩化ナ ト リ ウム水溶液の凝固点降下度の計算値は3.5 
met/kg まで測定値と ±0.2 K 以内で一致する。 濃度が高

く なると計算値が大き く なり , 5 met/kg を超え ると0.5 K 
以上測定値よ り 大き く な る。 塩化カ リ ウム水溶液の凝固

点降下度の計算値は3.26 met/kg ま で測定値 と 一0.12 K 
から 十0.04 K の範囲内で一致する。 塩化マ グネ シウム水

溶液の凝固点降下度の計算値は3.0 met/kg まで測定値と

0.7 K から 十1.2 K の範囲内で一致する。 1 mol/kg 以下で

あれば, 計算値は大部分の測定値と ±0.2 K 以内で一致

す る。 塩化 カルシウム水溶液の凝固点降下度の計算値は

3.0 mol/kg ま で測定値 と ±0.5 K 以内で一致す る。 濃度

が高 く なると測定値に比べて計算値が大きい傾向が顕著

にな っ て , 4 met/kg 付近では計算値が約4.5 K だけ測定

値よ り 大き く なる。 
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